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Introduccion

E L concepto de filtro estd ampliamente extendido en la comunidad matemadtica. Aunque su

origen se atribuye a Henri Cartan, pueden encontrarse articulos anteriores y coetaneos cuyos
autores utilizan familias de conjuntos con ciertas propiedades a los que no dotan de nombre propio,
pero que hoy reconoceriamos rapidamente como filtros. Se trata pues de un concepto “natural” que
surge en diversos ambitos, aunque parece que no hay duda que es Cartan quien lo sistematiza y le
dota de una teoria propia.

Los filtros son un objeto matematico de interés en dos sentidos. Por un lado, son interesantes en
si mismos desde el punto de vista de la teoria de conjuntos y de la teorfa descriptiva de conjuntos;
y por otro, los filtros se han revelado como poderosas herramientas para obtener resultados en
casi todas las ramas de las matemadticas: teoria de conjuntos (en particular, en teoria de modelos),
topologia, teoria de la medida (por ejemplo, para dar una prueba elemental de la existencia de
liftings), andlisis funcional (ultraproductos de espacios de Banach), teoria de Ramsey, teoria de
nimeros (teoremas de Hindman y van der Waerden), sistemas dindmicos, etc.

En esta memoria nos proponemos estudiar problemas relacionados con el concepto de filtro
asf como algunas de sus aplicaciones.

Si bien pudiera parecer que el presente trabajo es excesivamente largo, es necesario remarcar
que no se trata de un trabajo de simple recopilacién de informacién, sino que la organizacion,
buena parte de los detalles asi como algunos resultados y demostraciones, especialmente en los
apéndices, son originales. El trabajo se estructura en dos partes: los primeros cuatro capitulos
constituyen la primera parte, en la que se tratan diversos temas a los que se intenta dotar de una
organizacion personal con pequeiias aportaciones para simplificar, generalizar o simplemente ofre-
cer puntos de vista distintos de los resultados estudiados. La segunda parte estd formada por los
apéndices y tiene una faceta investigadora.

A continuacioén se presenta un breve resumen de los contenidos de cada capitulo y apéndice. Al
comienzo de los mismos el lector encontrard una descripcion més detallada tanto de la motivacién
como de los contenidos.
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Capitulo 1: Filtros y compacidad I

Introducimos el concepto de <7 -filtro como una generalizacion de los filtros usuales y de los
Z-filtros introducido por Frink [36]. Desarrollamos para los <7 -filtros unos resultados similares a
los de la teoria usual de filtros: bases de filtro, convergencia, puntos adherentes, ultrafiltros, etc.
Veremos que aparecen algunas diferencias significativas con respecto a los filtros usuales, ya que

las propiedades de los o7 -filtros vienen determinadas por las caracteristicas de la familia de partida
.

La segunda parte del capitulo se centra en los filtros usuales: filtros a través de aplicaciones
y producto de filtros. La ultima parte esta enfocada al estudio de los filtros compactoides, un tipo
especial de filtros que comparten muchas caracteristicas con los filtros sobre espacios compactos
pero que pueden encontrarse en espacios mas generales. Como aplicacién se prueban los teoremas
de Wallace y Tychonoff.

Capitulo 2: Compactificaciones I

En la primera parte usamos <7 -filtros para construir la denominada compactificacion tipo Wall-
man ¢/ (X) de un espacio topolégico X que posee una base normal .7'. Damos una prueba detallada
de tal construccion siguiendo [36], pero obteniendo algunas propiedades adicionales que ayudan
a entender mejor las propiedades y estructura del espacio. Probaremos un teorema que caracteriza
aquellas funciones continuas sobre X y con valores en un compacto Hausdorff K que se pueden
extender a una funcién continua definida sobre la compactificacién de Wallman .27 (X) de dicho
espacio.

Como caso particular se demuestra que para todo espacio completamente regular la familia
de los conjuntos cero constituye una base normal, y que la compactificacién tipo Wallman corres-
pondiente es precisamente la de Stone-Cech. Finalizamos el capitulo dando una descripcién maés
detallada de la compactificacién de Stone-Cech de un espacio discreto, asi como una pequefia re-
copilacién con referencias de algunas de las propiedades mas destacadas de SN.

Capitulo 3: Limites a través de filtros I

Comenzamos definiendo el limite de una funcién f : I — X a través de un filtro .% sobre I,
relaciondndolo con conceptos de los anteriores capitulos y obteniendo algunas propiedades como
el hecho de que el limite de una funcién cuyo rango estd contenido en un conjunto compacto
siempre posee un limite a través de cualquier ultrafiltro.

Para cada ultrafiltro % sobre un conjunto no vacio / y cualquier espacio de Banach dual E*
definimos la aplicacion Ty : £ (I, E*) — E* que asocia a cada funcién acotada f : I — (E*, 0*) su
limite a través de %/ . Probamos que se trata de aplicacion lineal, continua y multiplicativa. Ademads
en el caso E = E* = R damos una caracterizacion de dichas aplicaciones como los funcionales
lineales y multiplicativos del dual /. (1,R)".

Usando los funcionales T anteriores se prueba la existencia de limites de Banach vector-
valuados en espacios de Banach 1-complementados, resultado que aparece en un reciente articulo

(8.




La siguiente seccién recoge en detalle una prueba del teorema de Jerison que establece que
los limites de Banach en R se pueden obtener como la envoltura convexa de un cierto conjunto de
funciones definidas usando limites a través de ultrafiltros, resultado en cuya prueba se combinan
el teorema ergdédico de Birkhoff y el teorema de representacion de Riesz.

Finalizamos el capitulo introduciendo y probando algunas propiedades de ultraproductos de
los espacios de Banach que son utilizados en el capitulo siguiente.

Capitulo 4: Estabilidad en espacios de Banach I

Exponemos con detalles la prueba del siguiente resultado [[7]: un espacio de Banach infinito-
dimensional débilmente estable posee una copia casi isométrica de algiin P (1 < p < o) 0 de cy.
Dado que en el articulo [7] predominan las referencias a conceptos y resultados de otros articulos
y libros, nos parece interesante elaborar un capitulo en el que se recogen y detallan todas estas
nociones. Por otro lado, hemos presentado algunos conceptos y resultados de una manera diferen-
te y creemos que mds accesible inspirdndonos en el magnifico trabajo de Luis Blanco [66], como
por ejemplo la construccién del espacio de tipos de un espacio de Banach separable. También
introducimos el spreading model de una manera distinta a la referencia [7], y ademds adaptamos
argumentos de [[66]] sobre funciones separadamente continuas para dar una demostraciéon autocon-
tenida de la dltima parte del capitulo, en contraste con la prueba original de [7]].

Apéndice A: .7 -bases y propiedad del subcubrimiento

Este apéndice recoge algunos resultados originales de un preprint realizado de manera con-
junta con los Profesores Antonio Avilés (Universidad de Murcia), Vladimir Kadets (Universidad
de Kharkov, Ucrania) y Slawomir Solecki (Universidad de Urbana-Champaign, Illinois, USA).
La motivacién viene dada por el problema de determinar si las funciones coordenadas e; de una
F -base de un espacio de Banach (E, || - ||) son necesariamente continuas. Algunos resultados par-
ciales muestran que, por ejemplo, si .# es numerablemente generado entonces los funcionales si
son continuos.

Una condicion suficiente sobre el filtro .# que garantiza la continuidad de los funcionales es la
siguiente: para cada espacio métrico completo X y cada familia de subconjuntos de primera cate-
goria {X4 : A € .7 } en X verificando que A C* B implica Xz C Xy, se tiene que Usc # X4 # X. Esta
propiedad se puede reformular en términos de ideales, un concepto dual al de filtro. Estudiaremos
aquellos ideales que verifican la propiedad anterior cuando en lugar de conjuntos de primera cate-
goria se toman conjuntos densos en ninguna parte (condicion mds débil). Damos caracterizaciones
de este tipo de ideales y estudiamos si tienen esta propiedad algunas familias bien conocidas de
ideales, como los ideales analiticos y una generalizacién de P-ideal no numerablemente generado.

Apéndice B: Lifting y descomposicion de medidas finitamente aditivas

En la primera seccion exponemos en detalles una prueba autocontenida (usando ultrafiltros)
de la existencia de [iftings en espacios de medida finita completos (Q, X, u). Un lifting nos propor-
ciona una subdlgebra “densa” .# de X, en el sentido de que para cualquier elemento A € X existe



@ Introduccion

otro elemento B € ./ tal que u(AAB) = 0. Lo interesante de .# es que al mismo tiempo verifica
que el tnico conjunto de medida nula que contiene es el conjunto vacio.

En las secciones siguientes, usamos esta nocién para dar una serie de pruebas originales dis-
cutidas con el Prof. Bernardo Cascales que permiten obtener un teorema de descomposicién de
medidas finitamente aditivas A : ¥ — R y u-continuas en el que se demuestran a la vez los si-
guientes resultados: el teorema de descomposicion de Hewitt- Yoshida para medidas finitamente
aditivas u-continuas, el teorema de Radon-Nikodym, asi como una caracterizacién de Hewitt y
Yoshida de las medidas denominadas puramente finitamente aditivas.

El hecho mds remarcable es que a partir de la medida A y un lifting en (Q,X, 1) se puede
construir una red (sz)zep de funciones simples de la forma

_ v A4
Sn —Agr‘LL(A)XA

indexada en un conjunto dirigido de particiones finitas de Q. Probaremos que dicha red converge
U-casi seguramente a una funcién integrable que coincide con la derivada de Radon-Nikodym f
de la parte numerablemente aditiva de A. Por otro lado, si vemos dicha red en L' (u) C L' (u)**
(embebimiento natural de un espacio de Banach en su bidual) entonces converge en la topologia
®* a un elemento y** € L!(u)** que la representa de una manera similar al teorema de Radon-
Nikodym (prueba en la que usamos ultrafiltros). Demostramos entre otras cosas que la distancia
de y** a L'(u) se alcanza precisamente en f.

Apéndice C: Indices de Radon-Nikodym I

Se recogen algunos resultados de un preprint realizado junto con los Profesores Bernardo
Cascales y Matias Raja (Universidad de Murcia). Esta investigacién tuvo inicio en la bisqueda
(usando ultrafiltros) de funciones con propiedades similares a la derivada de Radon-Nikodym para
medidas vector-valuadas en espacios de Banach sin la propiedad de Radon-Nikodym, y derivé
en la bisqueda de versiones cuantitativas de resultados conocidos en el estudio de la propiedad
de Radon-Nikodym. Introducimos un indice de representabilidad de medidas vectoriales m : ¥ —
E y unos indices de dentabilidad que relacionaremos entre si a través de desigualdades, lo que
cuantifica y ofrece puntos de vista distintos de resultados cldsicos.

Introducimos nuevas nociones como el de derivada Gelfand y de una medidam : ¥ — E*, que
al contrario que la derivada de Radon-Nikodym siempre existe; y con la remarcable propiedad de
que la medibilidad de y equivale a la representabilidad de la medida de partida m, siendo ademas
v la derivada de Radon-Nikodym de m cuando esta Gltima es representable. La existencia de una
tal funcién se prueba usando ultrafiltros.

El resultado final del capitulo es una cuantificacién del celebrado resultado de que todo opera-
dor débilmente compacto es representable.
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Filtros y compacidad

Capitulo

AS nociones de filtro, convergencia a través de filtro, etc. se consideran tradicionalmente intro-
ducidas por Henri Cartan [16], [17] como una alternativa al concepto de red que habia sido
introducido por E. H. Moore y H. L. Smith en su articulo A general Theory of Limits (1922). No
obstante, algunos autores [62], [63] sefialan que los filtros fueron usados ya por L. Vietoris bajo
el nombre de krdntze, antes de que Cartan publicara los primeros articulos al respecto. Incluso
Dudley [28| p. 76] afirma que Caratheodory usé bases de filtro en [15] y que M. H. Stone tratd
con filtros en [71]. De acuerdo con Comfort [22], los ultrafiltros parece que fueron introducidos
por primera vez, y demostrada su existencia (en N), por F. Riesz [65] y Ulam [75]]. Sin duda todo
esto muestra que los filtros eran una estructura que de manera natural surge en diversos dmbitos de
matematicas, aunque parece que no hay duda de que quien aisl6 la idea de filtro de filtro dotandolo
de entidad propia fue Henri Cartan.

El concepto de filtro puede definirse sobre cualquier conjunto parcialmente ordenado, en par-
ticular reticulos, que tienen la propiedad adicional de que cualquier subconjunto finito tiene un
supremo y un infimo. No obstante, no vamos a usar la notacién de reticulos, sino otra que se basa
en la definicion de Z-filtro introducida por Frink en [36]], que a su vez se inspira en un concepto
usado por Wallman en [[77]] para construir compactificaciones. Sefialar que Wallman usa en su
articulo familias de conjuntos que realmente son ultrafiltros, aunque €l no utiliza esta palabra en
ningiin momento para referirse a ellas. Esto no es sorprendente si tenemos en cuenta que dicho
articulo fue publicado en 1938, cuando la teoria de filtros todavia no se habia extendido a toda la
comunidad matematica.

En la primera seccién vamos a definir el concepto de <7 -filtro. A continuacién extenderemos
las principales nociones y resultados sobre filtros [[12] a <7 -filtros: base de <7 -filtro, <7 -ultrafiltro
(y un concepto mds débil llamado <7 -filtro primo que en el caso de filtros es equivalente al de
ultrafiltro), puntos adherentes y limite de .o/ -filtros en espacios topoldgicos, etc.

En Ia seccién siguiente estudiaremos propiedades mds especificas de los filtros, en concreto
la imagen y preimagen de filtros a través de aplicaciones en espacios topoldgicos, caracteriza-
cion de continuidad de aplicaciones en términos de filtros y producto de filtros (construccién y
convergencia).

La dltima seccidén se dedica a relacionar la compacidad de espacios topolégicos con las pro-
piedades de los filtros. Primero probaremos una caracterizacion de los espacios compactos en
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términos de filtros asi como algunas propiedades de los filtros sobre este tipo de espacios. Segui-
damente introduciremos el concepto de filtro compactoide un tipo de filtro que se comporta como
los filtros en espacios compactos pero que podemos en encontrar en espacios no necesariamen-
te compactos. Estudiaremos en detalle algunas propiedades de estos filtros que nos serviran para
probar los teoremas de Tychonoff y Wallace.

Las principales referencias para la elaboracion de este capitulo son: [12], [42].

1.1. .o/-Filtros y sus propiedades

Fijaremos un conjunto no vacio X y una subfamilia </ de subconjuntos de X que sea cerrada
para intersecciones finitas asi como para uniones también finitas. Ejemplos significativos de este
tipo de familias <7 son: la coleccién de todos los subconjuntos cerrados de una topologia sobre X,
un dlgebra de subconjuntos de X y &/ = Z?(X) la familia de todos los subconjuntos de X.

Definicion 1.1.1. Una subfamilia no vacia % C of diremos que es un o/ -filtro si verifica las
siguientes propiedades:

(I) SiIACBe o/ yA € .F entonces B F.
(II) SiA,B € F entonces ANB € 7.
(1) 0 ¢ 7.
Cuando of = P (X) diremos simplemente que .% es un filtro sobre X.

De la definicion se sigue que para cualesquiera A,B € .# se tiene AN B # 0, que no existen
o/ -filtros sobre el conjunto vacio, y que si X € o/ entonces el conjunto total X siempre pertenece
a .#. La propiedad (II) es equivalente a decir que .# es cerrado para intersecciones finitas por un
sencillo argumento inductivo.

A continuacién mostramos algunos ejemplos significativos de filtros.

Ejemplo 1.1.2. 1. Sea X un conjuntoy A C X subconjunto no vacio. Entonces
Fp={FCX:ACF}

es un filtro sobre X que se denomina filtro principal generado por A .
2. Si X es un conjunto infinito

F ={F CX:X\F es finito }

se llama filtro de los complementos finitos. En particular, para X = N, el filtro de los com-
plementos finitos sobre N se denomina filtro de Fréchet .
3. Sea (x¢)aep una red en un conjunto infinito X. Se define el filtro asociado a la red anterior
como
F ={F CX :existe B €D tal que o > f implica xo € F }.
Comprobemos que se trata de un filtro. Las propiedades (1) y (Ill) son obvias, veamos la
segunda. Sean Fy,F> € 7,y B1, B2 € D los correspondientes betas de la definicion del filtro,

entonces existe B3 > B, B, por ser D un conjunto dirigido, de modo que si o > B3 entonces
xXo € F1NF,.
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4. Sea X un espacio topoldgico y x € X. El conjunto de los entornos de x
Ent(x) = {entornos de x} ={V C X : existe W abierto tal que x ¢ W CV}

es un filtro que denominaremos filtro de entornos del punto x. Las propiedades de los abier-
tos de una topologia garantizan que se trata efectivamente de un filtro.

Aunque s6lo hemos puesto ejemplos de filtros usuales, es obvio que dado un filtro .# sobre X
se tiene que .# N7 es un <7 -filtro, con lo que los ejemplos anteriores se pueden usar para construir
</ -filtros a partir de cualquier familia .7’ con las propiedades citadas al inicio de la seccion.

Proposicion 1.1.3. Sea {.Z;}ic; una familia de < -filtros sobre un conjunto X. Si la interseccion
Nicr-Zi es no vacia entonces es un < -filtro.

Demostracion. Veamos que ¥ = N;c;.%; verifica las tres propiedades de la definicidn.

1. SiA€ % yA CBEc o entonces B € .%; paracadai €], luego B € ..
2. SiA,B € .7 entonces ANB € .%; paratodo i € I, de modo que ANB € F.
3. 0 ¢ .F pues 0 ¢ .Z; para cualquier i € I.
O

En general, la unién de o7 -filtros no es <7 -filtro. Por ejemplo, pensemos en un espacio topold-
gico Hausdorff X y consideremos para dos puntos distintos x, y los filtros de entornos Ent(x), Ent(y).
La unién Ent(x) UEnt(y) no verifica la propiedad (II), pues podemos encontrar entornos disjun-
tos de ambos puntos. No obstante, cuando la familia de ./ -filtros es una cadena la respuesta es
afirmativa, tal y como muestra la siguiente proposicion.

Proposicion 1.1.4. Si 57 es una cadena no vacia de <f -filtros sobre X, entonces la union
Uzew F es un of -filtro sobre X.

Demostracion. Como la cadena es no vacia, la union es no vacfa. SeaA € Jzc ¥ YACB€
</, entonces existe .# € J talque A € F,luego B€ ¥ CJgcp F.Sean A,B € Jgcp F.
podemos encontrar .#1,.%, con A € .%,B € .%,. Como 7 es una cadena podemos suponer que
F1 C %, intercambiando los papeles en caso contrario. De este modo ANB € %) C Uz F.
Por dltimo, la unién no contiene el conjunto vacio, pues en caso contrario algin o7 -filtro de J#
contendria al conjunto vacio como elemento, lo que contradice la definicion. O

Introducimos ahora una nocién que nos permitird comparar <7 -filtros de manera analoga al
caso de topologias sobre un conjunto.

Definicion 1.1.5. Sean .7 y %', o -filtros sobre un conjunto X. Decimos que %' es mds fino (o
menos grueso) que .F si se verifica F# C F'.
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1.1.1. Base de .&/filtro

Para determinar un .o/ -filtro o estudiar sus propiedades no hace falta trabajar con todos sus
elementos, sino que podemos encontrar subfamilias que determinan de manera univoca al mismo
y que resultan mds sencillas de describir o manejar.

Definicion 1.1.6. Sea .% un < -filtro sobre X y B C .%. Se dice que B es una base de .7 si para
cada F € F existe BE B con BCF.

El cardcter de un o7 -filtro .%, usualmente denotado por x(.%), es el menor cardinal para el
que .# admite una base con dicha cardinalidad. En particular, un .7 -filtro se dice que es numera-
blemente generado si admite una base numerable, es decir, x(-%) < Xj.

Ejemplo 1.1.7. 1. Sea X es un espacio topoldgico. Si By es una base de entornos de x € X
entonces es una base del filtro Ent(x). En particular, si X es un espacio 1AN entonces
Ent(x) tiene una base numerable para todo x € X.

2. Sea F un filtro asociado a una red (xq)qep. Entonces la coleccion de todos los conjuntos
(Ag)pep, donde Ag = {xq : @@ > B} es una base de 7.

Si B es base de un .o7-filtro .%# entonces es inmediato comprobar que verifica las siguientes
propiedades:

= (BF1) Si A,B € 3 entonces existe C € § tal que C CANB.

= (BF2) La familia 8 es no vaciay 0 ¢ 3.

Reciprocamente, si B C o7 satisface (BF 1) y (BF 2) entonces
(B) ={F € o/ : BC F paraalgin B € B}

es un o7 -filtro sobre X con base 3. De hecho (f) es el .o -filtro mas grueso que contiene a . En
efecto, las propiedades (I) y (IIT) son claras. Para ver la segunda propiedad notemos que si Fj,F,
pertenece a () y By, B, € B verifican B; C F; (i = 1,2). Por (BF1) existe C € f conC C BjNB, C
FiNF,. Usando la definicién [1.1.6/que B es una base de (B) por construccion. Si .Z es cualquier
o/ -filtro que contiene a 3 entonces también contiene a () usando (I).

Notar que si .# es un «7-filtro y 3 satisface (BF 1) y (BF 2), entonces 3 es una base de .Z si
ysélosi (B) =.7.

Definicion 1.1.8. Diremos que B C <7 es una base de o7 -filtro si verifica las condiciones (BF1) y
(BF2).

El siguiente resultado es claro.

Proposicion 1.1.9. Sean B, B> dos bases de <7 -filtro sobre X. Entonces (1) C (B) si 'y solo si
para cada By € By existe B, € 3, con B, C By.

No todas las subfamilias de .7 estdn contenidas en un .27 -filtro, pero podemos caracterizar de
manera sencilla a aquellas que si lo estdn.
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Proposicion 1.1.10. Sea & C of. Existe un < -filtro ¥ sobre X con € C F siy sdlo si la inter-
seccion finita de elementos de O es no vacia.

Demostracion. La condicion necesaria es obvia por (II) de la definicién de .<7-filtro. Para el reci-
proco, llamemos & a la familia de todas las intersecciones finitas de elementos de &'. Entonces
O es base de &7 -filtro, el cual contiene necesariamente a la familia &. O

El o7 -filtro generado por la base &) anterior es ademas el .« -filtro més grueso (mds pequefio)
que contiene al conjunto &. Dicho .o/ -filtro se denomina <7 -filtro generado por O .

Corolario 1.1.11. Supongamos que <7 es un dlgebra de conjuntos sobre X, % un < -filtro sobre
X yA € . Entonces A ¢ F siy solo si F U{X \ A} estd contenido en un < -filtro.

Demostracion. Supongamos que A ¢ .%. Por la propiedad (I) deducimos que todo elemento F de
Z verifica F ¢ A lo que significa que F N (X \ A) # 0. Usando la proposicién se sigue que
F U{X \ A} estd contenido en un «7-filtro. Reciprocamente, si .%’ es un </ -filtro que contiene a
FyaX\AperoA e .Z C.F entonces D =AN(X\A) € F'lo que contradice (III). O

1.1.2. &/-Filtros primos y .o/ -ultrafiltros

Un caso particular de o7 -filtro, que tiene un enorme interés en este trabajo como veremos mas
adelante, es el concepto de .o -ultrafiltro que definimos a continuacion.

Definicion 1.1.12. Un </ -filtro .F sobre un conjunto X se dice es un <f -ultrafiltro si no existe un
o -filtro mds fino que F.

Vamos a probar la existencia de .7 -ultrafiltros. De hecho, el siguiente teorema demuestra una
afirmacién més fuerte.

Teorema 1.1.13 (Tarski). Todo < -filtro estd contenido en un < -ultrafiltro.

Demostracion. Vamos a denotar por ®(X,.7) al conjunto de los «7-filtros con la relacién de
orden dada por la inclusién. Se trata claramente de un conjunto parcialmente ordenado. Fijado un
o/ -filtro .% vamos a escribir

T =G DX, o) FCG).

Con la relacién de orden heredada de ® (X, .o7) se trata de un conjunto parcialmente ordenado,
no vacio e inductivo. En efecto, dada una cadena no vacia de elementos de .%~ se tiene que la
unioén es un filtro (ver proposicién que obviamente contiene a .% . Estamos en condiciones
de usar el Lema de Zorn para concluir que .#> contiene un elemento maximal 7%/ . Dicho .7 -filtro
es un .o/ -ultrafiltro, ya que si .#’ es un ./ -filtro con .%’ D % entonces .%’ O .%; de modo que
F' € F> y deducimos % = %' por la maximalidad de % en Z-. O

Damos una caracterizacion de los o7 -ultrafiltros que nos sera Ttil.

Proposicion 1.1.14. Sea .% un <f -filtro sobre X. Son equivalentes:
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(1) F es o -ultrafiltro.
(2) SiB € o satisface BNA # 0 para cada A € F, entonces B € .F.

Demostracion. Supongamos que % es un .o/ -ultrafiltro y B € .o/ verifica BN A # () para cada
A € .F. La familia ¢ = .7 U {B} verifica las hipétesis de la proposicion de manera que
existe un o7 -filtro %’ que contiene a .% U {B}. Por maximalidad deducimos que .% = %' y asi
Be #.

Reciprocamente, si .# verifica la condicién (2) y .# C .%’, entonces dados elementos arbitra-
rios B € .%' y A € .% deben satisfacer que BN A # 0, ya que ambos pertenecen al <7 -filtro .%#’.
Usando la hipétesis (2) deducimos que B € .Z. O

Definicion 1.1.15. Un &/ -filtro % se dice que es primo si para cualesquiera A,B € < tenemos
que AUB € % implicaA € F oB€ .

La definicién anterior de .7 -filtro primo es equivalente a decir que para cualesquiera Ay, ..., A,
elementos de <7, si |Ji_; A; € .% entonces existe i € {1,...,n} tal que A; € .# por un sencillo
argumento inductivo.

Proposicion 1.1.16. Todo <7 -ultrafiltro U es primo.

Demostracion. Si A,B € < son dos subconjuntos de X que no pertenecen a %/ pero tales que su
unién AUB € %, entonces la proposicion nos permite encontrar C,D € .% conCNA =0
y DN B = 0. Ahora bien, CN D es un elemento que pertenece al o7 -filtro .% y tiene interseccién
vacia con AU B, lo que es una contradiccion. O

El reciproco de la proposicién anterior no es cierto en general, como muestra el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 1.1.17. Consideramos [0,1] con su topologia inducida por R, y consideremos < la fa-
milia de todos los cerrados de [0,1]. En primer lugar, el filtro de los complementos finitos F.y
sobre [0, 1] estd contenido en un ultrafiltro % . Como % es primo, es inmediato comprobar que
V =U N esun o -filtro primo. Notemos ademds que existe x € (4o A (interseccion de cerra-
dos con la propiedad de la interseccion finita en un compacto). Si 'V fuera <7 -ultrafiltro entonces
{x} € ¥V CU porla proposicién lo que no es posible pues U O Fy.

Si el conjunto &7 es un dlgebra, es decir, contiene al conjunto total, es cerrada para uniones
finitas y también para complementarios; entonces los .7 -ultrafiltros y los .o -filtros primos coinci-
den.

Proposicion 1.1.18. Supongamos que <f es un dlgebra de conjuntos sobre X y sea F un < -filtro
sobre X. Son equivalentes:

(a) F es o -ultrafiltro.

(b) F es of -filtro primo.

(c)Si A € o entonces A€ F 6 (X\A) € Z.
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Demostracion. (a)=-(b): Ya ha sido probado en la proposicion[I.1.16]

(b)=-(c): Como .% es no vacio y X contiene todo elemento de .% es inmediato que X € .%#.
Como AU (X \ A) = X se deduce el resultado..

(c)=(a): Supongamos que . no es <7 -ultrafiltro. Entonces existe filtro & tal que .# ¢ ¥. Esto
significa que podemos encontrar A € ¢ tal que A ¢ .%. Usando (c) tendriamos que (X \A) € # C¥
conloqueA,(X\A) €4 y0d=AN(X\A) € ¥, lo que es absurdo. O

Si la interseccién de una familia de .27 -ultrafiltros es no vacia entonces es un .o -filtro por la
proposicion Es interesante sefialar que si <7 es un dlgebra de conjuntos sobre X, entonces
todo &7 -filtro se puede construir de esta manera.

Proposicion 1.1.19. Supongamos que <7 es un dlgebra de conjuntos sobre X. Todo <7 -filtro F es
interseccion de <f -ultrafiltros mds finos que 7.

Demostracion. Sea 6 = {% : % es o/ -ultrafiltroy .# C %/} . Se trata de una familia no vacia en
virtud del teorema [[.1.13] Obviamente .# C Ny co% . Reciprocamente, supongamos que A € o7
es un conjunto no vacio que no pertenece a .%. Entonces {X \ A} U.Z estd contenido en un .-
filtro de acuerdo con el corolario [LI.11l Dicho .«7-filtro estd contenido en un .o -ultrafiltro %’
que necesariamente pertenece a 6 por la definicién esta familia. Deducimos que A ¢ Ny co %
pues en caso contrario tendriamos que A, (X \ A) € %' implica @ = AN (X \ A) € Z’, lo que es
absurdo. U

En general, no es posible dar una descripcion explicita de los o7 -ultrafiltros, salvo casos tri-
viales. Si &7 = #(X), para cada x € X la familia

g{x}:{AGQZ(X) :XEA}

constituye un ultrafiltro sobre X de manera trivial. Este tipo de ultrafiltros recibe el nombre de
ultrafiltros no libres o principales, y se pueden caracterizar por la propiedad (4 A # 0. En
efecto, es claro que esta condicion es necesaria. Reciprocamente, sea %/ un ultrafiltro verificando
B= e A#0yxeB,entonces {x} € % 6 X\ {x} € %. Pero esta ultima condicién no es
posible ya que x pertenece a todos los elementos de %, luego {x} € % y para cada A € % es
AN{x} #0, es decir, x € A. Si x € B C X entonces {x} C By la definicién de filtro nos dice que
B € 7% . Diremos que un ultrafiltro es libre si (ycq A = 0.

Si % es un ultrafiltro que contiene un conjunto finito F entonces (44 A se puede escribir
como una interseccioén de dicho conjunto finito F y un nimero finito de elementos de % . Dicha
interseccion sera entonces no vacia por la propiedad (II) y deducimos que el ultrafiltro %/ es no
libre. De este modo, un ultrafiltro % es libre si y s6lo si no contiene subconjuntos finitos.

Corolario 1.1.20. Si A C X es infinito entonces existe un ultrafiltro libre % sobre X tal que A € % .

Demostracion. Como X debe ser infinito, podemos considerar .7, el filtro de los complementos
finitos en X (ver ejemplo . Se tiene que AN F es no vacio para cada F € .%.r, de donde se
deduce la existencia de un filtro mds fino que .7 que contiene a A (proposicion [I.1.10), y por
tanto, también un ultrafiltro con la misma propiedad. O



e Filtros y compacidad

Observacion 1.1.21. A partir de la definicién es inmediato que si .F es un filtro sobre X entonces
F N constituye un < -filtro sobre X. Reciprocamente, un <f -filtro 4 sobre X es una base de
filtro en X, de manera que genera un filtro % que obviamente verifica # N/ = 4.

No obstante, esta relacion resulta engariosa con ciertas propiedades. Por ejemplo, uno podria
estar tentado a pensar que si % es un ultrafiltro sobre X entonces % N/ es un of -ultrafiltro. Sin
embargo esta afirmacion es rotundamente falsa como pone de manifiesto el ejemplo[I.1.17]

1.1.3. Puntos adherentes y puntos limite

En lo que sigue supondremos que (X, 7) es un espacio topoldgico arbitrario. Vamos a definir
conceptos de puntos limite y puntos adherentes de .«7-filtros. La caracterizacion de propiedades
topoldgicas en términos de convergencia de sucesiones resulta a menudo muy util, pero tiene la
limitacién de que no puede ser manejada en todos los espacios topolégicos (a menudo se requiere,
por ejemplo, que el espacio sea primer axioma de numerabilidad, es decir, que cada punto tenga
una base numerable de entornos). Esta limitacidn se solventa introduciendo la nocién de red, que
permite hacer caracterizaciones similares relativas a compacidad y otras propiedades topolégicas
en cualquier espacio topoldgico. También los o7 -filtros permiten hacer caracterizaciones de este
tipo en términos de sus puntos limite y de adherencia.

Definicion 1.1.22. Diremos que la base de <7-filtro B converge a un punto x o que x es punto
limite de B si para cada entorno V € Ent(x), existe B € 3 tal que B C V. Se denota 8 — x.

Notemos que la definicién anterior engloba el caso en que la base de «7-filtro es un o7 -filtro
F.Si By B’ son bases de «7-filtro de manera que () C (B’), entonces todo punto limite de
B es punto limite de B’ como consecuencia de la definicién anterior y la proposicion En
particular, dos bases del mismo o7 -filtro tienen los mismos puntos limite, y una base de .o -filtro
y el o -filtro que genera tienen también los mismos puntos limite.

Proposicion 1.1.23. Supongamos que <f contiene una base de entornos de un punto x € X y %
es un of -filtro. Entonces x € X es punto limite de .% si 'y solo si Ent(x) N.o/ C Z.

Demostracion. Si x es punto limite de .# y V € Ent(x) N2/ entonces V es entorno de x, de modo
que existe A € .# con x € A C V por definicion. Como V € &/ deducimos que V € .% por la
propiedad (I) de la definicién de .o/ -filtro. Reciprocamente, si V es un entorno de x entonces,
como 7 contiene una base de entornos de x existe A € &/ NEnt(x) C.# conA C V. O

Como consecuencia de la proposicién anterior, en el caso de los filtros usuales (&7 = (X))
decir que una base de filtro 8 converge hacia x es equivalente a decir que el filtro Ent(x) de entornos
de x estd contenido en (f3), i.e., () es mds fino que Ent(x).

Cuando .# es un filtro a sociado a una red, en particular a una sucesion, la convergencia
del filtro es equivalente a la convergencia de la red, tal y como pone de manifiesto la siguiente
proposicién.

Proposicion 1.1.24. Sea .7 un filtro asociado a una red (xo)qep. Entonces F converge a x si 'y
s6lo si la red (xo)qep converge a x.
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Demostracion. Una base de .# es la familia de todos los conjuntos de la forma {x, : & = ¥} con
y variando en el conjunto dirigido D (ver ejemplo [[.1.7). De este modo, decir que .# converge
a un cierto x € X es equivalente a afirmar que para cada V € Ent(x) existe un y € D tal que
{xq : @ =y} C V. Pero ésto es precisamente la convergencia de la red (x¢)gen- O

Podemos caracterizar los espacios que son Hausdorff segtin la convergencia de .o/ -filtros.

Proposicion 1.1.25. Si X es Hausdorff entonces cada </ -filtro tiene a lo sumo un punto limite. Si
&/ contiene una base de entornos de cada punto x € X y todo <f -filtro F tiene a lo sumo un punto
limite, entonces X es Hausdorff.

Demostracion. Sea % un o/ -filtro sobre X convergente a dos puntos distintos p,q € X. Como X
es Hausdorff existen entornos disjuntos V,, y V, de p y g respectivamente. Por definicion existirdn
Ap Ay € F conA, CV,yA, CV,lo que implica A,NA,; = 0 contradiciendo la definicién de
o -filtro.

Veamos la segunda parte. Supongamos por reduccién al absurdo que el espacio X no es
Hausdorff, lo que significa que existen dos puntos p,q € X de modo que cualesquiera entornos
V € Ent(p) y W € Ent(g) tienen interseccion no vacia VW # 0. Definimos

B={VNW:V €Ent(p)N,W € Ent(q) N/}

Se trata de una base de o7-filtro pues V N'W nunca es vacio como ya hemos comentado, y
ademds (ViNW;)N(VaNWa) = (VinVa)N(WiNW,) € B siV; € Ent(p) N.o/,W; € Ent(q) N/
(i=1,2). Aplicando la proposicién concluimos que el .@7-filtro generado por dicha base
converge hacia p y ¢, ya que < NEnt(p), .« NEnt(q) C B por construccion. O]

Ejemplo 1.1.26. (a) Para cualquier x € X se tiene que el filtro de entornos Ent(x) converge hacia
x. De hecho es el filtro mds grueso que converge hacia x, de acuerdo con la proposicion|l.1.23
(b) Sea X =R, consideremos la sucesion x, = 1/ny el filtro F asociada a ella.

1. Si =1, eslatopologia usual de R entonces el filtro F converge a 0, siendo el limite tinico
pues X es Hausdorff.

2. Si T = Ty, es la topologia de los complementos finitos entonces .# converge a todo punto
de R. En efecto, dado cualquier conjunto finito M existe ng tal que x, ¢ M si n > ny.

3. Si T = 1y es la topologia discreta entonces F no tiene puntos limite.

Definicion 1.1.27. Sea B es una base de <f -filtro y x € X. Diremos que x es un punto adherente
de B si x € B para todo B € B. El conjunto de puntos adherentes de una base de </ -filtro B lo
denotaremos por C(B), es decir,

c(B)= NE.

Bep

La definici6n anterior engloba el caso en que 3 es un .7 -filtro. Si B y B’ son bases de .7 -filtro
tales que (B) C (B’) entonces C(B’) C C(B), ya que si x € C(B’) entonces dado B € B existe
B’ € B’ con B' C B por la proposicién|1.1.9] de manera que x € B’ C B. En particular, dos bases del
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mismo <7 -filtro tienen los mismos puntos de adherencia, y una base de .«7-filtro 8 y el <7 -filtro
(B) que genera tienen también los mismos puntos de adherencia. De este modo

c(7)= F=B=C(p)

FeZ Bep

si B es base del <7 -filtro .Z.

Si consideramos el filtro . asociado a una red (xg )qep, usando la base de .% que describimos
en el ejemplo tendremos que el conjunto de puntos adherentes de .7 es

()= ) {ra: a> B},

BebD

Por tanto, los puntos de adherencia de un filtro asociado a una red son los puntos de aglomeracién
de la red.
Hay una clara relacién entre puntos adherentes y puntos limite de un filtro.

Proposicion 1.1.28. Si .% es un of -filtro entonces todo punto limite de ¥ es punto adherente.
Si x € X es punto adherente de .F y </ contiene una base de entornos de x entonces existe un
o -filtro F' O F que converge hacia x.

Demostracion. Si.% es un o/ -filtro y x € X es un punto limite de .% entonces fijado un entorno
V de x existe B € .# tal que B C V. Para cualquier A € .# sabemos que AN B # 0, de modo que
ANV # 0. Como V era un entorno arbitrario de x concluimos que x € A para cada A € .27, es decir
x es punto adherente de .#.

Seax € C(.%) y supongamos que .7 contiene una base de entornos de x. Por definicién x € A
para cada A € .Z#, es decir, W NA # 0 para cada W € Ent(x) y cada A € .Z.

Podemos aplicar la proposicién([1.1.10|con la familia .% U (Ent(x) N.<7) y tendremos que existe
un &7 -filtro %' con .#' O (F U (Ent(x) N.«)) 2 .#. De acuerdo con la proposicién F!
converge a x ya que Ent(x) o/ C F'. O

Ejemplo 1.1.29. Sean X =R, x, = (—1)"+ 1/ny F el filtro asociado a la sucesion anterior.

= Si T =1, eslatopologia usual, entonces los puntos adherentes de .F son —1,1. No hay mds
puntos de adhrencia pues |xy, — 1|, |xon41+ 1| < 1/n para cada n. Si'y # 1,—1 entonces
tomando & < |y — 1|, |y+ 1| se tiene que existe ng con {x, :n>no} C B(y,8)".

= Si T = Ty, entonces todo punto es punto limite, luego también es punto adherente.

s Si T = Ty entonces F no tiene puntos adherentes.

En el caso de o -ultrafiltros podemos precisar mds sobre la relacion entre puntos limites y
adherentes.

Corolario 1.1.30. Supongamos que <f contiene una base de entornos de cada punto x € X y sea
U un of -ultrafiltro sobre X. El conjunto de puntos limites de % coincide con el conjunto de sus
puntos adherentes.
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Demostracion. Ya sabemos que todo punto limite es un punto adherente por la proposicién[I.1.28]
Por ese mismo resultado tenemos que si x es un punto adherente entonces existe .%#" filtro mds fino
que % tal que .#' converge hacia x. No obstante la maximalidad de % implica que % = .%’, con
lo que x es punto limite de % . O

1.2. Filtros

Durante esta seccion vamos a tratar siempre con filtros, es decir, &/ = Z(X). Para una aplica-
cién f: X — Y denotamos for f[A] = {f(x) :x €A}, f'[B] = {x€ X : f(x) € B}.

Proposicion 1.2.1. Si f : X — Y una funcion y B una base de un filtro % sobre X, entonces

fIBl:=A{f1B]: B B}

es una base para el filtro

g={ccy:fllcle #}.

Demostracion. Notemos que ¢ es un filtro: obviamente no contiene al conjunto vacio pues f~![0] =
0, es cerrada para intersecciones (la aplicacién imagen inversa conserva intersecciones), y dados
CCDCY con f'[C] €. setiene que f~'[C] C f~![D], luego f~'[D] € Z.

Veamos a hora que f[B] es una base de ¢. Claramente f[] C ¢ ya que si B € 3 entonces
BC f'[f[B]] y B € .7 implica que f~![f[B]] € Z, luego f[B] € ¢ por definicién. Supongamos
que C € ¥, entonces f~'[C] € .7 y existe B € B con B C f~![C], luego f[B] C C. O

Se puede caracterizar la continuidad de una funcién f es estos términos.

Proposicion 1.2.2. Una funcion f : X — Y es continua en un punto o, € X si y sélo si para cada
base de filtro B convergente hacia & se tiene que la base de filtro f[B] converge hacia f(a.).

Demostracion. Supongamos que f es continua en o y 3 es una base de filtro convergente hacia c.
Dado un entorno abierto V de f() tendremos que existe un entorno abierto U de & con f[U] C V.
Por hipétesis existe B € B con B C U, luego f[B] C V.

Para ver el reciproco, supongamos que f no es continua en ¢. Entonces existe un entorno V de
f () tal que cada entorno U de « verifica f[U]\ V # 0. Como consecuencia, el filtro de entornos
de o es un filtro en X que converge hacia o aunque su imagen a través de f no converge hacia

f(a). =

Si B es una base de filtro sobre X de manera que el filtro que genera () es un ultrafiltro
diremos que f3 es una base de ultrafiltro.

Proposiciéon 1.2.3. Sea f : X — Y una aplicacion y B base de ultrafiltro en X, entonces f[B] es
base de ultrafiltro en Y .
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Demostracion. Sabemos que f[f] es base de filtro por la proposicion y que genera el filtro
¢ definido en el enunciado de dicha proposicion. Basta pues comprobar que ¢ es un ultrafiltro.
Dado C C Y uno de los conjuntos f~![C]y f~![Y'\C] = X \ f~![C] debe pertenecer al ultrafiltro
% generado por B3, lo que implica que C o Y \ C pertenece a &. O

Si queremos construir de forma natural un filtro en el dominio a partir de un filtro en el codo-
minio hemos de pedir condiciones adicionales.

Proposicion 1.2.4. Sea f: X — Y funcion y B base de filtro sobre Y tal que para cada B € B se
verifica BN f[X] # 0, entonces

SBl=1{s""[B]: Be B}

es una base de filtro sobre X. En particular, si f es suprayectiva entonces f~'[B] siempre es base
de filtro para cualquier f3.

Demostracién. De la condicién BN f[X] # 0 se deduce que f~'[B] # 0 para todo B € 3, es decir,
0 ¢ f~'[B]. Por otro lado, C C AN B implica f~![C] C f~'[A]N f~'[B], de manera que f~'[B] es
base de filtro por serlo f3. O

1.2.1. Producto de filtros

Sea (X;);ie; una familia de conjuntos y para cada i € I sea f3; una base de filtro sobre X;. Defi-
nimos

B = {HMi:existeJQlﬁnitotalqueMi:Xi sitieI\JyM;eBisiiclJ}.
icl
Vamos a comprobar que % es una base de filtro.

= % # () yaque contiene a [[;c; X;.
= La interseccion de elementos de Z se comporta bien con el producto en el sentido de que

<HM,-) N (HN,-) =[[MinN;).

icl iel i€l

Sabemos que M; N N; = X; salvo un conjunto finito J. Tomando C; € f; con C; C (M; N N;)
paracadaie€ J,y C; =X;sii€I\J, se tiene que [];;C; es un elemento de M y ademds

TIG <\ T]M: ) n | T]™ |-
icl icl icl
La base de filtro # la denotaremos como [];c; B;. Observemos también que si py : [1;e; Xi — X

es la proyeccién candnica para cada k € I, entonces la familia Z esta formada por las interseccio-
nes finitas de elementos de

{pi ' [Mi] : My € Bk € T} (1.1)
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Lema 1.2.5. Supongamos que para cada i € I tenemos dos bases B;, | sobre X; con (B]) C

1
(Bi). Denotemos por By B’ las bases de filtro producto correspondientes a (B)ici y (B])icr
respectivamente. Entonces (B') C (B).

Demostracion. Sea[];c;M! € %'y J un subconjunto finito de / tal que M! = X; para cadai € I\ J
y M/ € B! para cada i € J. Fijado i € J existe M; € f3; tal que M; C M] por la proposicién [1.1.9]
Definiendo M; = X; para todo i € I\ J tendremos que [[;c; M; € A estd contenido en [[;c;M!. La
misma proposicion [1.1.9| garantiza el resultado. U

Definicion 1.2.6. Sea .%; un filtro sobre X; para cada i € I. Llamamos producto de los filtros .%;
y lo denotamos por [1ic; Fi al filtro sobre X = [];c; X; generado por la base 9 anterior tomando
como B; una base cualquiera de .7,.

El lema garantiza que la definicién es correcta pues no depende de la base que elijamos
para cada filtro .%; de la familia.

Proposicion 1.2.7. Sea X un conjunto, (Y;)ic; una familia de espacios topoldgicos 'y fi : X — Y;
i € I familia de aplicaciones. Dotamos a X de la topologia menos fina que hace las aplicaciones
fi continuas.

En las condiciones anteriores, una base de filtro B sobre X converge hacia a € X si 'y solo si
la base de filtro f;[B] converge hacia f;(a) € Y; para cada i € I.

Demostracion. Comencemos observando que dicha topologia T sobre X es la generada por la
subbase formada por la unién de todos los conjuntos

= {f'[V]:V C, abierto }

para todo i € I. En otras palabras una base de la topologia es la dada por los conjuntos de la forma
ﬂ,-effi’l [U;] donde U; es abierto en X; y J C [ es finito.

Para ver la equivalencia del enunciado, como cada funcién f; es continua por la construccién
de la topologia T podemos aplicar la proposicion para deducir que si B converge hacia a
entonces f;[B] converge hacia fi(a). Reciprocamente, sea V € Ent(a). Por definicion de subbase
de una topologia existe entonces un conjunto finito J C I y abiertos (U;);c; de modo que

ac(f' Ul cV.
icJ

Como f;[B] converge a f;(a) para todo i € J por hipétesis, existe B; € B con f;[B;] C U;, o tam-
bién, B; C f,'[U;] para cada i € J. Asi pues f;'[U;] € (B) para cada i € J, y usando (II) se tiene
Niesf; '[Ui] € (B). De este modo V € (), y como V € Ent(a) era arbitrario concluimos que
Ent(a) C (B), es decir, (B) (y por tanto 3) converge hacia a. O

Corolario 1.2.8. Para que una base de filtro B de X = [1;c; Xi sea convergente (en la topologia
producto) a x € X es necesario y suficiente que para cada i € I la base de filtro m;[] converja a
T (X)

Demostracion. En la proposicién basta tomar las aplicaciones f; como las proyecciones 7;
sobre cada X;. La topologia mds gruesa que hace todas estas proyecciones continuas es la topologia
producto, con lo que se deduce el resultado. 0
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1.2.2. Compacidad y filtros compactoides

Continuando con la notacién de la seccién anterior, X serd un espacio topoldgico arbitrario.
Sabemos que la definicién de compacidad se puede dar en términos de cubrimientos con abiertos o
con familias de cerrados que tienen la propiedad de la interseccion finita. Usaremos la equivalencia
que mds nos convenga de aqui en adelante.

Teorema 1.2.9. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) X es compacto.
(b) Todo filtro sobre X posee, al menos, un punto de adherencia.
(c) Todo ultrafiltro sobre X es convergente.

Demostracion. (a)=-(b): Sea .% un filtro. La propiedad (IT) de la definicién de filtro permite dedu-
cir que cualquier subfamilia finita de {A : A € .7 } tiene interseccién no vacia. Usando (a) podemos
afirmar que
() A#0.
AeF

Por tanto, el conjunto de puntos de adherencia es no vacio.

(b)=-(c): Todo ultrafiltro tiene un punto de adherencia. Por el corolario[I.1.30|deducimos que
también es un punto limite.

(¢c)=(a) Sea ¥ una familia de conjuntos cerrados tal que toda subfamilia suya tiene intersec-
cién no vacia. Entonces % estd contenida en un filtro .% por la proposicién[I.1.10] Como .# posee
un punto de adherencia concluimos que

0£C(F)=(VAS)C

AeF Ce?
]

Proposicion 1.2.10. Sea X es un espacio topoldgico y F un filtro sobre X. Entonces se satisfacen
las siguientes propiedades:

1. Si X es compacto y V C X es entorno de todos los puntos de adherencia de % entonces
VeZz.

2. Si X es Hausdorffy F converge hacia p entonces C(.%) = {p}.

3. Si X es compacto y .F tiene un tinico punto de adherencia p entonces % converge hacia p.

Demostracion. 1. Notemos que C(.%) # 0 por el teorema anterior. Podemos suponer que V
es un entorno abierto de C(.%). Supongamos por reduccién al absurdo que V ¢ .%. Por el
corolario existe un filtro .#’ mds fino que .% y con (X \ V) € .%#’. Ahora bien, si X
es compacto entonces .%’ posee un punto de adherencia p. Por un lado, dicho punto debe
pertenecer a X \V =X \ V, y por otro, p es también punto de adherencia de % C .#'. Esto
ultimo implica que p € V, lo que es contradictorio.

2. Sabemos que p € C(%), y si g es otro punto de adherencia entonces existe un filtro %’ mas
fino que .% que converge hacia g. Pero dicho filtro también debe converger a p, luego p = ¢
por la unicidad del limite.
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3. Usando el primer apartado se tiene que todo entorno de p pertenece a .%, de lo que se deduce
el resultado.
O

Las propiedades de los filtros en un compacto se pueden estudiar de manera mas general cuan-
do nos restringimos a una cierta subfamilia de filtros conocidos como filtros compactoides. Se
trata de una nocién que aparece por primera vez en el articulo Compactness in spaces of measures
(1970) de Topsoe, y también afios mds tarde en Characterization of some classes of pseudoto-
pological linear spaces de M. P. Kac. Los filtros compactoides se pueden ver también como una
generalizacion del concepto de filtro convergente. Estos filtros son usados a menudo en situaciones
en las que la convergencia o la compacidad son hip6tesis mds fuertes de las que manejamos, reve-
landose como instrumentos ttiles con aplicaciones en la generacion de aplicaciones multivaluadas
superiormente semicontinuas (USCOs), optimizacidn, diferenciacion generalizada, ecuaciones di-
ferenciales, etc. Algunas de estas aplicaciones pueden encontarse en [19]], [27]].

Definicion 1.2.11. Se dice que una base de filtro B sobre un espacio topolégico X es compactoide
si todo ultrafiltro que contiene a 3 es convergente.

Notar que si § y B’ son dos bases del mismo filtro entonces una es compactoide si y solo si la
otra lo es. En particular, un filtro es compactoide si y sélo si tiene base de filtro compactoide.
Como consecuencia del teorema[I.2.9]se tiene el siguiente resultado.

Corolario 1.2.12. X es compacto si 'y solo si todo filtro sobre X es compactoide,

Todo filtro convergente .# es un filtro compactoide, ya que todo punto limite de .% es punto
limite de los filtros mas finos que .%#, y en particular, de los ultrafiltros mas finos. Introducimos
una serie de conceptos que serdn de gran utilidad para comprender mejor las propiedades de los
filtros compactoides.

Definicion 1.2.13. Sean .7 ,% filtros y B base de filtro sobre X.

(i) F se dice que subconverge a L C X, y lo denotamos por F ~ L, si dado cualquier abierto
VdeX con L CV se tene que existe B€ % con BCV.
(i) Diremos que ¥ y ¢ son disjuntos si existen G € 4 y F € % con F NG = 0. En otro caso
diremos que % y 94 no son disjuntos.
(iii) Una red x = (x;)icp se dice que esta eventualmente en f3, y se denota por (x;)icp < B, si
para cada F € B existe iy € D tal que si i > iy entonces x; € F. En otras palabras, si B estd
contenido en el filtro asociado a la red x.

Notemos que decir que .% y ¢ no son disjuntos es equivalente a decir que existe un filtro més
fino que ambos.

Lema 1.2.14. Si % es un filtro sobre X entonces existe una red x que estd eventualmente en F.
En particular, todo ultrafiltro es un filtro asociado a una red.
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Demostracion. Paracada A € .F vamos a fijar x4 € A (los elementos de un filtro son conjuntos no
vacios). El filtro .% se puede ver como un conjunto dirigido con el orden

A<Bsiysb6losiADB.

Se trata de una relacion reflexiva y transitiva, y dados A,B € .# la interseccién ANB € .# es un
elemento mayor que A y B en dicho orden. Por tanto, {x4 : A € .7 } es una red. Si denotamos por ¢
al filtro asociado a la red entonces .% C ¢. En efecto, fijado A € .% tenemos que si A < B entonces
B C A, luego {xp : B> A} C A. Como los conjuntos de la forma {xp : B> A} son una base de ¥,
deducimos que A € 9.

La ultima afirmacién es una consecuencia de la maximalidad de los ultrafiltros. ]

Proposicion 1.2.15. Sea X espacio topoldgico Hausdorffy B una base de filtro en X. Entonces 3
converge a p € X siy sélo si C(B) ={p}y B ~ C(B).

Demostracion. Si B converge hacia p entonces C(f3) = {p} por la proposicién|1.2.10} Ademads to-
do entorno de C(f3) es un entorno de p, con lo que se verifica § ~» C(f). El reciproco es inmediato
pues todo entorno de p es un entorno de C(B8) = {p}. O

Proposicion 1.2.16. Si X es regular y .7 ~~ L cerrado, entonces los puntos de adherencia de .
estdn en L. También es cierto si X es Hausdorffy L es compacto.

Demostracion. Sea p un punto de adherencia de .# tal que p ¢ L. Como X es regular, existe
V entorno de p y U entorno de L con VNU = @ (si X es Hausdorff y L es compacto entonces
también podemos encontrar entornos como los anteriores). Por la subconvergencia existe F € .%
con F CU. Como p € F, deducimos que VNU D VNF # 0, lo que es absurdo. O

Observar que si .# es filtro compactoide entonces todo ultrafiltro %7 mds fino que .# tiene
puntos adherentes (sus puntos limite), que también serdan puntos adherentes de ..

Teorema 1.2.17. Sea X un espacio topolégico Hausdorff y B base de filtro sobre X. Entonces son
equivalentes:

(i) Existe un conjunto compacto no vacio L de X con B ~ L en X.
(ii) El conjunto C(B) de los puntos adherentes de B es compacto no vacioy 3 ~ C(f) en X.

Demostracion. (ii) = (i): Basta tomar L = C(3).

(i) = (ii): C(B) € L por la proposicién de modo que C(3) es compacto al ser un
subconjunto cerrado de un compacto. Supongamos, por reduccion al absurdo, que C(f3) = 0. Para
cada x € L existe V, entorno de x y F, € .7 tales que Vy N F, = 0. Como L es compacto y {V,}rer
es un cubrimiento abierto de L, sabemos que existe un subcubrimiento finito

LCV, UV, U...UV,,.

Puesto que .# subconverge a L, existe A € .# con A C V,, UV,, U...UV, = V. Pero entonces
B=F,N..NF,, € % verificaque ANB C VNB =0, lo cual es absurdo.
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Por tltimo hay que probar 8 ~ C(f3). En caso contrario existiria un abierto U 2 C(f3) tal que
B ¢ U para cada B € f3, es decir, (X \ U) NB # 0 para cada B € 3. Entonces la familia

B'={BN(X\U):B€p}

es una base de filtro. Como BN (X \U) C B para cada B € 8 y B subconverge a L, entonces f3’
también subconverge a L. Igual que antes se prueba que C(f8’) # 0. Como consecuencia,

0=C(B)NX\U)=({BN(X\U):BeB}2( {BN(X\U):Bep}=C(p') #0.
O

Vamos a ver una serie de afirmaciones que son equivalentes al hecho de que un filtro dado sea
compactoide.

Teorema 1.2.18. Sean X espacio topoldgico y B base de filtro sobre X. Son equivalentes:

(iii) Para cada cubrimiento abierto {O;}ses de X, existe un subconjunto finito So C Sy B € p
con B C Uses, S
(iv) Si 9 es un filtro sin puntos de adherencia, i.e. C(¢) = 0, entonces ¢4 es disjunto con .
(v) Toda red (x;)iep < B tiene un punto de aglomeracion en X.
(vi) B es compactoide en X.
Ademds, si X es Hausdorff las condiciones equivalentes (i)-(ii) del teorema [I.2.17] implican las
condiciones (iii)-(vi).

Demostracion. (iii) = (iv): Sea ¢ un filtro con C(¥4) = ey G = 0. Tomando complementarios
se satisface

U x\6)=x,

Ge¥

luego por hipétesis existe B € B y un recubrimiento finito de B
n —_
BC | J(X\Gj).
J=1

Pero entonces tendriamos

Bm< Gj> c (L’J<X\G,.>> 8 (ﬁ@) 0

con lo que ¢4 y B son disjuntos.

(iv) = (v): Sea x = (x;);ep < B entonces el filtro ¢ asociado a la red es no disjunto con f3
(yaque B C¥),de donde C(¥4) # 0. Como los puntos de aglomeracién del filtro ¢ y de la red x
coinciden, concluimos lo que buscidbamos.

(V) = (vi): Sea % ultrafiltro con % O . Sabemos que % es el filtro asociado a una red
X = (x;)iep por el lema[1.2.14] Ahora bien, como § C % entonces x < f3 por definicién de filtro

IDE
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asociado a una red. Por hipétesis x tiene un punto de aglomeracidon que serd punto de adherencia
de 7% , asi que % convergera hacia ese punto por el corolario

(vi) = (iii): Razonamos por reduccién al absurdo: Supongamos que existe {O; } ;5 cubrimien-
to abierto de X tal que para cada Sy C S finito y cada B € f3 se verifica

BN <ﬂ (X\OS)> #0.

s€Soy

Entonces existe ultrafiltro % que contiene a B U {(X \ Oy) : s € S}. Como B es compactoide
tendremos que %/ tiene limite p € X. En particular, p es un punto de adherencia de %7 de modo
que
pe(x\0y)=p¢lJOs=X,
ses s€S

lo que es absurdo.

Por tltimo observemos que la condicion (i) del teorema [I.2.17]implica (iii), sin mds que con-
siderar Sp C S finito tal que L C [Jeg, Os- Ul

Proposicion 1.2.19. Si X es un espacio regular, entonces (i),(ii) del teorema y (iii)-(vi) del
teorema son equivalentes.

Demostracion. En el teorema [1.2.18] se prueba que las condiciones (i), (ii) siempre implican las
condiciones (iii)-(vi). Reciprocamente, C(f3) es cerrado por definicién y no vacio por (iv), ya que
B no es disjunto consigo mismo. Veamos que C(f3) es compacto: Sea .# un filtro sobre C(f3),
entonces

B’ ={U C X : U abierto con A C U para algin A € .7}

es una base de filtro sobre X. Notar que las bases de filtro B y B’ verifican que siU € B’ y B € 3
entonces U N B # 0. En efecto, como existe A € .# con A C U y dicho A verifica que A C B
entonces U N B # 0, de donde U N B # (0. Consideramos el conjunto dirigido (' x B, <) para el
orden

(U,B)>(U',B")= (UCU')A (BCH).

Usando el axioma de eleccion, tomamos un elemento x(y 3) € U N B para cada U € B’y Bep.
De este modo, x = {x(y ) : (U,B) € B’ x B} es una red que verifica x < 8. En efecto, para cada
By € B tenemos que si (U, B) > (X, By) entonces x5 € Bo. Andlogamente, x < 8’. Como x tiene
un punto de aglomeracién por (v), concluimos que existe y € C(8) NC(B').

Usando que X es espacio regular, para cada A € % se verifica

A=({U :U abierto con U 2 A}.

De este modo, como y € C(f’) entonces y € A para cada A € .%. En otras palabras, todo filtro .7
sobre C(f3) tiene un punto de adherencia en C(f3). El teorema muestra que C(f3) es compacto.
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Por ultimo tenemos que comprobar que 3 subconverge a C(f8) en X. Sea V abierto con V 2O
C(B). Supongamos, por reduccién al absurdo, que (X \ V)N B # 0 para cada B € 3. Entonces
BU{X\ V} estd contenido en un filtro, que a su vez estd contenido en un ultrafiltro %/. Como f3 es
compactoide, % tiene un punto adherente p € X \ V (su punto limite), que obviamente verificard
p € C(B), lo cual es absurdo ya que C(f) C V.

O

Como observacion a la proposicién anterior sefialar que la hipétesis X regular s6lo se ha usado
para comprobar que C(f3) era compacto, con lo que también hemos probado el siguiente resultado.

Corolario 1.2.20. Sea B una base de filtro compactoide en un espacio topolégico Hausdorff X,
entonces C(B) #0y B ~ C(B).

En la siguiente proposicién se dan condiciones para que la imagen de un filtro compactoide a
través de una aplicacion sea filtro compactoide.

Proposicion 1.2.21. Sea f : X — Y una aplicacion continua sobreyectiva entre dos espacios to-
poldgicos. Si B es base de filtro compactoide en X entonces f[B] es base de filtro compactoide en
Y.

Demostracion. Sabemos que f[f] es una base de filtro por la proposicién Veamos que es
compactoide: Sea {O;} s un cubrimiento abierto de Y. Entonces {f~![O;]}ses es un cubrimiento
abierto de X, y el teorema garantiza que existe B € f8 tal que B C Ueg, f ~10y]. Esto
implica que f[B] € f[B] satisface f[B] C e, Os. Por el mismo teorema concluimos que f[B] es
compactoide. O

Vamos a aplicar los resultados anteriores para estudiar el producto de filtros compactoides, lo
que resultard util para demostrar los teoremas de Wallace y Tychonoff.

Proposicion 1.2.22. Sea (X;)ic; una familia de espacios topoldgicos Hausdorff. Para cada i € I,
sea B; una base de filtro de X; que subconverge a un subconjunto compacto no vacio L; C X;.
Entonces la base de filtro producto [1;c; Bi es compactoide y subconverge a [1cr Li.

Demostracion. Fijemos un ultrafiltro %/ sobre [];c; X; que sea mds fino que 8 = [];c; B;- Entonces
para cada i € [ se tiene que ;{7 | es base de un ultrafiltro en X; mds fino que f3; por la proposicion
Como f; es compactoide (ver teorema , la base de ultrafiltro 7;[% ] debe converger
a un elemento u; € L; para cada i € I. Por el corolario sabemos que ésto equivale a que %
converge a [[ic;ui € [1ic; Li- Asi pues, [1;c; Bi es compactoide, y ademds C([T;c; Bi) C [Tic; Li ya
que los puntos limite de los ultrafiltros mas finos que f pertenecen a [];c; L;. Usando el corolario
concluimos que [];c; Bi subconverge a [];c; L. O

Corolario 1.2.23 (Teorema de Wallace). Sean (X;);cs familia de espacio topoldgicos Hausdorff
vy L; C X; subconjunto compacto (no vacio) para cada i € 1. Entonces para cada abierto W en
[Lic; Xi con [lic; Li C W existe un abierto bdsico de la topologia producto [];c; Ui (U; = X; para
cada i € I salvo una cantidad finita de indices) de modo que

[TzcIluicw.

icl icl



@ Filtros y compacidad

Demostracion. Para cada i € I, sea Ab(L;) la familia de todos los abiertos que contienen a L;.
Entonces Ab(L;) es una base de filtro que obviamente subconverge a L;. Por la proposicion|1.2.22

deducimos que
HAb(Ll) ~ HL,',

icl icl

en [[;c; Xi, lo que nos da el resultado buscado. O

Corolario 1.2.24 (Teorema de Tychonoff). Sean (X;);c; familia de espacio topolégicos Hausdorff
compactos. Entonces el producto [1;c; X; es compacto.

Demostracion. Para cada i € I, consideramos f3; = {X;}, que es base de filtro que subconverge a
X; = C(B;) compacto. Por tanto, 3; es compactoide para todo i € I por el teorema de modo
que [T;; Bi es filtro compactoide por la proposicién y una base de dicho filtro producto vie-
ne dada por {[];c; X;}. La definicién de filtro compactoide implica en este caso que todo ultrafiltro
en [T;c; X es convergente, y por el teorema[I.2.9]deducimos que [];c; X; es compacto. 0



Compactificaciones

Capitulo

E L primer ejemplo de compactificacién de un espacio se debe a Riemann (1826-1866), quien

en 1858-1859 construye la conocida como Esfera de Riemann. Dicha construccién es lo
que actualmente llamariamos compactificacion por un punto del plano complejo C. En cierto
sentido, la idea de compactificar un espacio topoldgico X afiadiendo un sélo punto (el “punto del
infinito”) corresponderia a la manera més sencilla (o minimal) de construir un espacio compacto
que contenga de manera natural a X. Aunque la idea parece sencilla, esta construccidn resulta ser
una herramienta importante en matematicas.

El estudio de Von Neumann de anillos de funciones continuas y acotadas para la formulacién
axiomdtica de la fisica cudntica motivé la nocién de una compactificacién maximal para un espa-
cio topologico. En mecénica cudntica, cada funcién del mencionado anillo representa la energia
potencial de una particula en el espacio de fase X (espacio topoldgico en el que se representen
todos los posibles estados), pues se supone que la energia potencial debe estar acotada. Es en-
tonces de interés encontrar un espacio Y que contenga a X y en el que toda funcién continua sea
acotada. Este problema estd ligado con el siguiente: si ¥ es una compactificacion de X, ;bajo qué
condiciones podemos extender una funcién continua con valores reales definida sobre X a una
funcién continua sobre Y 2. En 1937, Marshall H. Stone y Edmund Cech de manera independiente
encontraron respuestas similares a esta cuestion usando C*-algebras, dando lugar a lo que ahora
se conoce como compactificacién de Stone-Cech (nombre introducido por Walker en 1974). En
los afios 40 y 50, otros matematicos como H. Wallman y P. Samuel estudiaron la construccién de
compactificaciones similares sin recurrir a C*- dlgebras, sino usando filtros. En la actualidad, el
estudio de la compactificacién de Stone-Cech BN de los nimeros naturales es objeto de estudio
desde el punto de vista topolégico-conjuntista por las numerosas patologias que esconde.

En la primera seccién definimos el concepto de compactificacién de un espacio topoldgico y
estudiamos algunas condiciones necesarias para su existencia. Seguidamente hacemos la construc-
cién detallada de la compactificacion tipo Wallman o7 (X) de un espacio topolégico semi-normal
X (teorema[2.2.4) siguiendo el esquema del articulo de Frink [36]. Afiadimos algunas observacio-
nes y propiedades adicionales que creemos ayudan a entender mejor la estructura del espacio que
se construye. También caracterizamos (proposicién aquellas funciones continuas definidas
sobre X con valores en un compacto Hausdorff K que se pueden extender a una funcién continua
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definida en todo <7 (X), proposicién en la que recogen dos resultados de [36] y [31] respectiva-
mente, aunque con una prueba ligeramente modificada que nos serd de utilidad mas adelante.

En la seccidn siguiente estudiamos las propiedades de los conjuntos cero en espacios comple-
tamente regulares, asi como de los z-filtros y z-ultrafiltros como casos particulares de los .<7-filtros
del primer capitulo cuando tomamos como .27 la familia de todos los conjuntos cero. Construimos
entonces la compactificacién de Stone-Cech de estos espacios (teorema Como caso par-
ticular de la compactificacién tipo Wallman. También presentamos diferentes caracterizaciones
(teorema [2.3.10) tomadas de [39]] de este tipo de compactificaciones.

Finalmente analizamos con mds detalle la compactificacién de Stone-Cech de un espacio dis-
creto: topologia, extension de funciones y relacion con la convergencia de ultrafiltros, cardinalidad
del espacio. Hacemos también un resumen con propiedades de SN.

Las principales referencias para la elaboracién de este capitulo han sido: [36]], [31]], [39], [58]],
[69], [76].

2.1. Compactificacion de un espacio topologico

Comenzamos recordando que una aplicacién f : X — Z entre dos espacios topoldgicos se dice
que es un embebimiento si es una aplicacién continua e inyectiva f : X — Z que al restringir su
rango a la imagen f : X — f[X] resulta ser un homeomorfismo (con la topologia relativa).

Definicion 2.1.1. Sea X un espacio topoldgico. Una compactificacion de X es un par (f,Z) donde
Z es un espacio compacto 'y f : X — Z es un embebimiento tal que f[X] es denso en Z.

Para un espacio topolégico X, podemos considerar la familia Com(X) de todas las compactifi-
caciones de X que son Hausdorff. Como ésta es una propiedad hereditaria, una condicidn necesaria
para que Com(X) sea no vacio es que el espacio X de partida sea Hausdorff, hipétesis que asumi-
remos a partir de ahora.

Diremos que dos compactificaciones (f,Y) y (g,Z) de X son topoldgicamente equivalentes,
y lo escribimos (f,Y) ~ (g,Z), si existe h : Y — Z homeomorfismo tal que ho f = g. Se trata
obviamente de una relacién de equivalencia con lo que podemos construir el espacio cociente:
Com(X) := Com(X)/ ~. En este nuevo conjunto definimos la relacion de orden

(f,Y)>(g,Z) < 3h:Y — Z continua tal que ho f = g.

Observemos que estd bien definida. Sean (f1,Y;) ~ (f2,Y2) y (g1,Z1) ~ (82,22), y ¢ : Y] —
Y,,0' : Z; — Z, los homeomorfismos que verifican o fj = oy @' ogy = g,. Si hy : Y] — Zj es
aplicacion continua con £ o f| = g1, entonces hy = ¢’ ohj o (p_1 es continua y satisface

hofr=ho@ofi=¢ ohofi=¢ og =g.

Intercambiando los papeles de h;,h, y usando los inversos de @, ¢’ se prueba el reciproco.

El par (Com(X),>) es un conjunto parcialmente ordenado. Las propiedades reflexiva y transi-
tiva son obvias. Respecto a la propiedad antisimétrica, si (f,Y) > (g,Z) y (g,Z) > (f,Y) entonces
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existen aplicaciones continuas h:Y — Z,h' : Z — Y tales que ho f = g, W og = f. Por tanto,
(hoh')og =gy se deduce que hoh' coincide con la identidad sobre g[X]. Como este conjunto
es denso en Z Hausdorff, concluimos que 2o/’ = Id; de acuerdo con la siguiente proposicién de
unicidad de la extensi6n.

Proposicion 2.1.2. Sean X un espacio topoldgico arbitrario, A CX y f: A — Z aplicacion con-
tinua donde Z es Hausdorff. Entonces existe a lo sumo una extension de f a una funcion continua
g§:A—=Z

Demostracion. Sean g,g' : A — Z dos extensiones de f. Supongamos que son distintas, es decir,
que existe x € A con g(x) # g'(x). Como Z es Hausdorff, existen U, U’ entornos disjuntos de g(x)
y &'(x) respectivamente. Por continuidad podemos encontrar un entorno V de x con g[V] C U y
g'[V] CU’'. Pero VNA # 0 ya que x € A, de modo que tomando y € V NA tenemos g(y) = f(y) =
g (y) € g[V]ng'[V] =0, lo cual es absurdo. O

2.1.1. Condicién necesaria para existencia de compactificacion

La primera cuestion va ser qué espacios admiten una compactificacién Hausdorff. La clave va
a venir dada por la siguiente clase de espacios.

Definicion 2.1.3. Un espacio topoldgico X se dice que es completamente regular si los conjuntos
unipuntuales son cerrados (i.e. es Ty) y para todo punto x € X y subconjunto cerrado A que no
contenga a x, existe una aplicacion continua f : X — [0, 1] tal que f[A] ={0}y f(x) = 1.

Si T es un espacio compacto Haussdorff entonces se demuestra facilmente que 7' es normal,
i.e., T es T y si C; y C; son dos subconjuntos cerrados de 7' entonces existen abiertos disjuntos V; y
V, tales que C; C V; (i = 1,2). No es tan sencillo probar que todo espacio normal es completamente
regular, lo que se deduce del denominado lema de Urysohn.

Teorema 2.1.4 (Lema de Urysohn). Sea T un espacio normal y sean A, B subconjuntos cerrados
disjuntos de T. Si [a,b] es un intervalo cerrado de la recta real entonces existe una aplicacion
continua f : X — [a,b] tal que f(x) = a paratodox €Ay f(x) = b para cada x € B. En particular,
todo espacio normal es completamente regular.

Demostracion. Para la primera parte ver [58]]. Para la dltima afirmacién basta usar que si F es
subconjunto cerrado de Ty xo ¢ F entonces F y {xo} son cerrados disjuntos y podemos aplicar la
primera parte con el intervalo [0, 1]. O

La propiedad de ser completamente regular es hereditaria. En efecto, supongamos que 7' es
completamente regular, X es un subconjunto de 7', A C X es subconjunto cerrado de X y xo € X es
un punto que no pertenece a A. Como A nx=2 = A, deducimos que xo ¢ ZT; luego existe una
aplicacion continua g : T — [0, 1] con g(xp) = 1 y g(x) = 0 para cada x € A" La restriccion de ga
X, f=glx : X — [0, 1] sigue siendo continua y verifica f(xp) =1y f(x) =0 para cada x € A. Por
otro lado es claro que si los conjuntos unipuntuales son cerrados en 7 entonces también lo serdn
en X. Como consecuencia deducimos lo siguiente.
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Proposicion 2.1.5. Si X es un espacio topoldgico que admite una compactificacion Hausdorff
entonces X es completamente regular.

2.2. Compactificaciones tipo Wallman

Henry Wallman publicé en 1938 su articulo Lattices and Topological Spaces [[17]] un proce-
dimiento para construir una compactificacién de un espacio normal usando el conjunto de todos
los cerrados del espacio de partida, compactificacién que a menudo se encuentra en la literatura
como compatctificacion (o extension) de Wallman (ver [31, p. 177]). Afios més tarde, Frink [36]
basdndose en las ideas de Wallman describe un método mds general que usa lo que él denomina
bases normales. Como él mismo sefialaria en su articulo, esta construccién generaliza la idea de
la compactificaciéon de Wallman asi como el proceso de construccidn de la compactificacién de
Stone-Cech descrito por Jerison y Gillman [39]. Njastad [61] dié una caracterizacién de todas las
compactificaciones que eran de tipo Wallman mostrando ademds ejemplos de compactificacio-
nes que satisfacen las condiciones de su teorema, entre las que se encontraban la de Alexandroff
(también conocida como compactificacién por un punto) o la de Stone-Cech, entre otras. Alo y
Shapiro [3], [4] estudiaron y profundizaron en estos conceptos, lo que les permitié obtener otro
tipo de espacios que en particular incluian a la real-compactificaciéon de Hewitt.

Comenzamos recordando el concepto de base de cerrados de una topologia que serd necesario
para definir las bases normales de Frink.

Definicion 2.2.1. Una coleccion € de subconjuntos cerrados de X se dice que es una base para
los conjuntos cerrados de X si para cada F cerradoy x € X \ F existe C € € tal que C O F yx ¢ C.
En otras palabras, todo conjunto F cerrado X es interseccion de elementos de €.

Definicion 2.2.2. Diremos que una base de cerrados </ de X es una base normal si verifica las
siguientes condiciones:

1. of es cerrado para intersecciones y uniones ambas finitas.

2. of es disjuntiva, i. e., si x € X \ C para un conjunto C cerrado en X entonces existe A € of
tal quex e A C X\ C.

3. Si A,B € < son disjuntos entonces existen A',B' € < tales que AC X\ A, BCX\B'y
A'UB' =X, o equivalentemente, (X \A')N(X\B') = 0.

Sefialar que no todos los espacios topoldgicos poseen una base normal. M4s adelante daremos
una caracterizacion de los espacios 77 que admiten base normal.

Definicion 2.2.3. Un espacio topoldgico X se dice que es es semi-normal si es T y admite una
base normal.

Vamos a ver que este tipo de espacios admiten una compactificacién tipo Wallman. La cons-
truccién de la compactificacion de Wallman es similar a la construccién de los niimeros reales R
como la completacién del espacio de los niimeros racionales Q. Ahora el papel de (las clases de
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equivalencia de) las sucesiones de Cauchy lo desempefian los 7 -ultrafiltros sobre X. Algunos de
ellos tienen limite en X, concretamente para cada x € X

e95{,(}I{AEJZfZ)CEA}

es un .7 -ultrafiltro que converge hacia x. Obviamente se trata de .27 -filtros, y son maximales pues
siB¢ Zx) entonces x ¢ B, y usando que .27 es una familia disjuntiva deducimos que existe A € .o/
tal que x€ Ay ANB =0, es decir, A € F,, y ANB = 0. El hecho de que sea convergente hacia
x se debe a que si V es entorno abierto de x entonces x ¢ X \ V cerrado, y usando de nuevo que
4/ es disjuntiva encontramos A € &/ conx €Ay AN (X \V) =0, es decir, A € Fyx} conACV.
Notemos que el limite es tnico pues X es 77, lo que implica que si y # x entonces x ¢ {y} cerrado
yexiste A€ o/ conx € Aey ¢ A, por ser o/ disjuntiva.

Aligual que se define R a partir de QQ, vamos a considerar el conjunto <7 (X ) formado por todos
los o7 -ultrafiltros sobre X al cual dotaremos de una topologia con la cual serd un espacio Hausdorff
y compacto. Ademds el espacio X se puede embeber en <7 (X) identificando cada elemento x con
el o7 -filtro F,,, resultando X un subconjunto denso de <7 (X) tal que todo <7 -ultrafiltro % sobre
X C @/ (X) es convergente hacia un elemento de <7 (X), que serd el propio % pero visto como
elemento de <7 (X).

Teorema 2.2.4 (Frink,1964). Sea (X,T) un espacio topoldgico semi-normal y </ una familia
normal en X. Entonces

A (X) =AU : U es o -ultrafiltro sobre X }

admite estructura de espacio topolégico compacto Hausdorff y un embebimiento j: X — 7 (X)
de modo que (j, </ (X)) es una compactificacion de X.

Identificando X C </ (X), todo < -ultrafiltro sobre X es convergente hacia un elemento de
o/ (X) y todo elemento de <7 (X) es limite de un vinico < -ultrafiltro sobre X.

Demostracion. Vamos a comprobar que la familia @ = {C4 : A € &/} donde Cy = {% € 7/ (X) :
A € 7/ } es una base de cerrados para una topologia sobre .27 (X ), o equivalentemente que la familia
{Va:A € o/} donde

Va=d(X)\Co={% c S X):A¢ U} ={% € &/(X):IB € % talque BC X \ A}

es una base de abiertos para una topologia sobre <7 (X).

1. Dado % € </ (X) siempre podemos encontrar A € o/ con A ¢ % . Basta probar que .o/
contiene dos elementos disjuntos, pues en ese caso no pueden pertenecer ambos al mismo
& -filtro. Tomemos dos puntos distintos x1,x; € X (Podemos suponer que X tiene al menos
dos elementos pues si X es unipuntual entonces el teorema es trivial). Como x; ¢ {x»}
cerrado (X es T7) existe Ay € &7 conxp € Ay y x1 ¢ Ay por ser o7 base de cerrados. Usando
ahora que .27 es disjuntiva podemos encontrar A| € &7 conx € Ay AjNA, = 0.

2. Si Aj,A; € & entonces V4, NV4, = Va,u4,. En efecto, basta probar que si % es un /-
ultrafiltro entonces Aj UA, ¢ % siy sélo si A1,A, ¢ % . Pero ésto es equivalente a decir que
AlUAy, e % siysOlosi Ay € % o Ay € %, 1o cual es cierto ya que todo 7 -ultrafiltro es
primo.



@ Compactificaciones

Sefialar que para los cerrados basicos también se tienen propiedades ttiles como Cqup = C4 U
Cg, que se sigue igual que antes porque los o7 -ultrafiltros son primos, y Csnp = C4 N Cp por las
propiedades de los o7 -filtros.

Vamos a verificar las propiedades del enunciado.

= o/(X) es un espacio compacto: Tenemos que comprobar que toda familia de cerrados ¢
en <7 (X) con la propiedad de la interseccion finita tiene interseccién no vacia. Podemos
limitarnos al caso de una familia de cerrados basicos puesto que todo cerrado es interseccion
de cerrados basicos. Pero si {Cy, : i € I} es una tal familia entonces la coleccién {A; : i € I'}
también tiene la propiedad de la interseccidn finita puesto que

Ca;nnay, = Cayy Mo.NCay # 0

implica que existe un .7 -ultrafiltro %/ que contiene a A; N...NA;, como elemento.

= o/ (X) es un espacio Hausdorff: Supongamos que %/, son ultrafiltros distintos, entonces
existen A € % ,B € ¥ con AN B = . Usando que la familia ./ es normal, deducimos que
existen A’ y B en o7 tales que A C X \A', BCX\B' y A UB = X. Asi pues, % € Vy,
¥V € Vp siendo

VaNVeg = (X)\ (Car UCp) = (X)\ (Cpra) =0.

= Definimos la aplicacién j: X — o7 (X) dada por j(x) = F,, = {A € &/ : x €A}, que son .7 -
ultrafiltros como hemos comentado antes de enunciar el teorema. Veamos que se trata de un
embebimiento. Dicha aplicacién es inyectiva, pues dados dos elementos distintos x,y € X,
como {y} es cerrado y .o/ es disjuntiva existe A € ¥ conx €A C X \ {y}. Al ser A es cerrado,
de nuevo la misma propiedad nos dice que existe B € <7 con'y € B C X \ A. Pero entonces
A € Fyy B € F,) son elementos disjuntos, luego se trata de ultrafiltros distintos.
Ademds j es continua. Como los C4 constituyen una base de cerrados de <7 (X), es decir,
todo cerrado de <7 (X) se puede escribir como interseccién de cerrados Cy; y la operacion
imagen inversa j ! es compatible con la intersecci6n, basta ver que j~![Ca] es cerrado para
cada A. Ahora bien,

j’l[CA]:{xeX:a@’{x}eCA}:{xeX:Aeﬂ‘{x}}:{xeX:xeA}:A

que es un conjunto cerrado por hipdtesis.
Andlogamente se puede probar que j es una aplicacién cerrada en la imagen. Para un cerrado
béasico A € o7 se tiene

JA]={Fy :x €A} ={Fy 1 A€ Ty} = CanjIX]

que es cerrado relativo en j[X]. Como todo cerrado F de X es interseccion de elementos de
o, F =(\aey A,y jes inyectiva deducimos que j[F] = sy jIA] que es cerrado en j[X]
por ser interseccidn de cerrados.

De este modo j resulta ser un embebimiento, y podemos interpretar X como un subespacio
de &/ (X) identificando cada elemento x con su imagen j(x) = F,,.
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La imagen de j es un subconjunto denso en </ (X). En efecto, dado un abierto bésico no
vacio V4 (A € &) y fijado un elemento % € V4, tenemos que existe B € % con BNA =0

por la caracterizacién de los &7 -ultrafiltros. Siy € B entonces F,y € Vj.

Notar también que para cada A € <7 es Z‘Q{(X) =Cy.Como A C C4 cerrado entonces Z’Q{(X) C

C4. Reciprocamente, si % € C, entonces A € 7/ . Para cada entorno abierto basico Vg de %
existe D € % con DN B = 0. El conjunto D' = DNA € % es no vacio y tiene sus elementos
en Vg, conloque ANVg DD #0.

Finalmente vamos a ver que todo .o/ -ultrafiltro %/ sobre X converge hacia el propio % € <7 (X)
visto como elemento de <7 (X ). Una base de entornos de % como elemento de <7 (X) viene dada
por {V4 : A ¢ 7 }. Fijado uno de estos entornos Vy, por las propiedades de los .o7-ultrafiltros
existird B € % tal que BNA = 0. Pero interpretando B C X C o/ (X) tendremos que B C V4. El
limite es dnico por ser el espacio <7 (X ) Hausdorff. O

2.2.1. Extension de funciones continuas a la compactificacion Wallman

Cuando tenemos un espacio topoldgico arbitrario 7" y fijamos un subespacio denso X, es na-
tural preguntarse cudndo una aplicacién continua f : X — Y (donde Y es otro espacio topolégico
cualquiera) admite una extensién continua a 7. En el caso en que T es compacto, si f : T — Y es
una tal extensién continua de f entonces f[X] estd contenida en el compacto f[T], de modo que
para estudiar este problema podemos restringirnos al caso en que ¥ = K es un espacio compacto.
Supondremos ademds que K es Hausdorff ya que son estos el tipo de espacios que nos interesan,
y las extensiones, en caso de que existan, serdn tinicas por la proposicion [2.1.2]

En [31}, teorema 3.2.1, p. 136] se da la siguiente caracterizacién: f : X — K puede extender-
se a T (espacio topoldgico arbitrario) si y sélo si para cualesquiera Fj, F, subconjuntos cerrados
disjuntos de K se tiene que f~'[F|] y f~![F>] tienen clausuras disjuntas en T'). Para los compac-
tificaciones tipo Wallman, Frink [36] da otra condicién de continuidad uniforme que define de la
siguiente manera.

Definicion 2.2.5. Sea <7 una base de cerrados en X. Una aplicacion f : X — K donde K es un
compacto Hausdorff se dice que es < -uniformemente continua si para cada cubrimiento finito
abierto {W;: j=1,...,n} de K existe un cubrimiento abierto finito de X de la forma

{X\Ai:Aie H,i=1,...n}
tal que para cada i el conjunto f[X \ A;] estd contenido en algiin W;.

Damos a continuacién una caracterizacion de las aplicaciones continuas sobre X con valores
en un compacto Hausdorff que se pueden extender a la compactificacién o7 (X). Sefialar que la
prueba de 3) = 1) que aqui exponemos posee algunas diferencias con la prueba del libro de
Engelking [31} teorema 3.2.1, p. 136], que nos serdn de utilidad mdas adelante.

Proposicion 2.2.6. Sea f : X — K una aplicacion continua con valores en un espacio compacto
Hausdorff K. Son equivalentes:
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1) f se puede extender a una aplicacién continua f : o/ (X) — K.

2) f es of -uniformemente continua.

3) Si F1,F, son dos subconjuntos cerrados disjuntos de K entonces f~'[Fi] y f~'[F] tienen
clausuras disjuntas en <7 (X).

Demostracion. 1) = 2): Sea f: o/(X) — K la extensién de f y supongamos que {W,...,W,} es
un cubrimiento finito abierto de K. La familia {f ~![W,] : j = 1,...,n} es entonces un cubrimiento
abierto de <7 (X). Cada p € <7 (X) estd contenido en un f~![W;], de modo que existe un abierto
basico V4, con p € V4, € f~'[W;]. Como «/(X) es compacto, el cubrimiento abierto {V4, : p €
</ (X)} admite un subcubrimiento finito {Vy, : i = 1,...,m}. Dado que V4, N X = X \ A;, deducimos
que {X\A;:i=1,...,m} es cubrimiento finito de X tal que cada f[X \ A;] C f[V4,] esta contenido
dentro de un W; por construccion.

2) = 3): Sean F}, F> subconjuntos cerrados disjuntos de K y %/ un .o/ -ultrafiltro que pertenece
ala clausura en .« (X) de los conjuntos f~'[F] y f~![F>]. Como {K\ F,K \ F»} es un cubrimiento
abierto de K, podemos usar la hipétesis 2) para deducir que existe un cubrimiento finito abierto de
laforma {X \A;:i=1,...m} de manera que cada f[X \ A;] estd contenido en un K \ F;j para algiin ;.
Notemos que ()L, A; = 0, luego alguno de estos elementos no pertenece a %/ . Podemos suponer,
sin pérdida de generalidad, que A; ¢ % y f[X \ A1] C Fy. Entones Vj, es un entorno abierto de %
tal que

Va NS R =X0Va, N Rl = (X\A)N R C RN R =0,

contradiciendo que % pertenece a la clausura de f~![F] en o7 (X).

3) = 1): Vamos a construir una extensién f : o7 (X) — K asignando a cada % € <7 (X) el
tinico punto f(% ) perteneciente a la interseccién (Nycy, f[A].

Fijado % € &/ (X), 1a familia de cerrados { f[A] : A € % } tiene la propiedad de la interseccién

finita pues

0 +# fl[A1N...NA,] C fIA]N...0 f[A].

Por la compacidad de K se deduce que (<o f[A] # 0.
Recordar que {Vp : B ¢ % } es una base de entornos de % . Si B ¢ % entonces existe A € %
tal que AN B = 0, de modo que A C VzN X. Deducimos entonces que

07 () flAIC () fIVenX].

Acw B¢w

Vamos a probar que la interseccion de la derecha contiene a lo sumo un punto. Si k1, &, fueran dos
puntos distintos en dicha interseccién, como K es Hausdorff compacto existen entornos W; de kj
y W, de k, verificando W) NW, = 0. De este modo, W y W; son cerrados disjuntos en K, y usando

P . T 7YX e (X)
la hipétesis 3) deducimos que f~![W;] Nf=1Wa]

— (X
ellos. Podemos suponer que % € <7 (X) \ f~1[Wi] ( ). Entonces existe Vp entorno abierto de %
tal que VzN f~1[W;] = 0, lo que implica f[VzNX] C K \ W;. De aqui se deduce que k; € W} no

pertenece a f[VzNX], lo que es absurdo.

=0, luego % no pertenece a alguno de
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La funcién f definida como { f(%)} = Nuca fIA] = Ngga f[VeNX] coincide con f sobre X,
yaque f(x) € f[A] paracada A € F .

Por tltimo, f es continua, ya que si W es un entorno abierto de f(% ) entonces pea f1VBNX] C
W implica por la compacidad que {f[VgNX]:B ¢ % } U{K\ W} no tiene la propiedad de la in-
terseccion finita, luego existe un nimero finito de elementos By, ..., B,, ¢ % tales que

f[VB] ﬂX] n... ﬁf[VBm ﬂX] CcWw.

Por tanto C = By U...UB,, ¢ % verifica

flVenX] C f[Ve,NX]N...0 f[Vg, NX] C W,

de donde f[Vc] € W por la definicién de f. Como Vc es entorno de %, hemos probado la conti-
nuidad de f.
O

2.3. Compactificacion de Stone-Cech

Vamos a obtener como caso particular de la compactificacién tipo Wallman la compactifica-
cién de Stone-Cech de un espacio completamente regular.

2.3.1. Conjuntos cero

Las propiedades topoldgicas de los espacios completamente regulares estdn intimamente rela-
cionada con las propiedades de los conjuntos que son los ceros de funciones continuas.

Definicién 2.3.1. Sea X un espacio topolégico. Denotaremos por C(X) al conjunto de las aplica-
ciones continuas f : X — Ry por C,(X) al subconjunto de C(X) formado por todas las funciones
acotadas.

Si f € C(X) entonces

Z(f)={xeX: f(x)=0}=f"[{0}]
es un conjunto cerrado que se llamaremos conjunto cero de f.
Como notacién adicional:
W LN ={Z(f): f €A} paracada S C C(X).

» (X)) =Z[CX)|={Z(f): feC(X)} = { conjuntos cero de X }.
- Sif,g€C(X)

f() +8() = [f(x) —g(x)]
2

f) () +1f(x) —g()|
2

(f A g)(x) = min{f(x),8(x))} =

(f'Vg)(x) = max {f(x),g(x))} =

también son funciones continuas sobre X.
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La siguiente proposicién nos dice que para obtener Z'(X) es suficiente considerar las funcio-
nes acotadas.

Proposicion 2.3.2. Z(X) = Z[Cp(X)]. De hecho, todo conjunto cero C verifica que C = Z(f)
para una funcion f € C(X) con 0 < f < 1.

Demostracion. Si f € C(X) y 1 es la funcién constantemente igual a 1 entonces se tiene que
Z(f)=Z(f]) = Z(]f| A1) obviamente, luego 2 (X) C Z[Cy(X)]. El contenido reciproco es
obvio. O

Proposicion 2.3.3. Los conjuntos cero poseen las siguientes propiedades:

(a) Z(X) es un conjunto de cerrados en X.

(b) SiAy,...,An € Z(X) entonces Ui_Aj, NI jA; € Z(X).

(c) Si{A,}nen es una familia numerable de conjuntos cero entonces NyenA, € Z(X).

(d) Si feC(X) entonces {x € X : f(x) >0} es un conjunto cero. En particular, dado a € R los
conjuntos de la forma {x € X : f(x) > a} o {x € X : f(x) < a} son conjuntos cero.

Demostracion. Los conjuntos cero son conjuntos cerrados por ser imagenes inversas del conjunto
cerrado {0} a través de funciones continuas, con lo cual (a) es obvio. Para (b) observemos que si
Ai=Z(fi) = Z(|fi|) entonces

n

Aj=Z (Al RD, A =Z A+ 1)

j=1

~.
Il ( 3
—_

Para (c), si A, = Z(f,) es una sucesion de conjuntos cero disjuntos entonces la sucesion de
funciones continuas g, = |f,| A27" verifica que A, = Z(g,) para cadan. Como g(x) =Y | g, (x)
es una series de funciones no negativas que converge uniformemente sobre X, deducimos que g es
una funcién continua que satisface

(A= Z(g) € Z(X).
neN
Por dltimo, si f € C(X) entonces {x € X : f(x) > 0} = Z(f A0). Usando esta igualdad para

las funciones continuas g(x) = f(x) —a y h(x) = —g(x) se deduce el resto.
O

Definicion 2.3.4. Sea A un subconjunto de X. Se dice que V C X es un entorno cero de A si 'V es
conjunto cero y ademds es entorno de A (i.e. entorno de todos los puntos de A).

Decimos que dos subconjuntos A y B de X estdn completamente separados si existe una fun-
cién f € C(X) tal que f(x) =1six €Ay f(x) =0six € B. Esta definicion es equivalente a la que
resulta de sustituir f € C(X) por f € Cp(X). Para ello basta observar que si f € C(X) verifica la
definicién anterior entonces | f| A1 € Cp(X) también.

Proposicion 2.3.5. Dos conjuntos estdn completamente separados si 'y sélo si estdn contenidos en
entornos cero disjuntos.
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Demostracion. Supongamos que A,B C X estdn contenidos en conjuntos cero disjuntos, ponga-
mos Z(f)y Z (g) respectivamente. Entonces | f|+ |g| es una funcién continua que no tiene ceros,
luego la funcién i = |f|/(|f| +|g|) € C*(X) estd definida y verifica h| 3(s) = 0y h| 2y = 1.
Reciprocamente, si existe f € C(X) con f|a = 1y f|p = 0 entonces Zy = f~'[[2/3,+)] y
Zp = f~'[(—eo,1/3]] son entornos cero disjuntos de A y B respectivamente. Ademds, Z4 y Zg son
conjuntos cero por (d) de la proposicién Por dltimo, B C f~! [(—oo,1/3)] C Zp muestra que
Zp es entorno de todos los puntos de B, y A C f~1[(2/3,0)] C Z4 dice lo mismo de Z,.
O

Teorema 2.3.6. Sea X un espacio topologico Ti. Entonces X es completamente regular si y solo
si Z(X) es una base de cerrados.

Demostracion. Supongamos que X es completamente regular. Si F' es un conjunto cerrado y p es
un punto que no pertenece a X entonces {p} y F estdn completamente separados por definicién.
Por la proposicién tendremos que existe un entorno cero Z de F tal que p ¢ Z.
Reciprocamente, supongamos que Z°(X) es una base de cerrados. Si F es un subconjunto
cerrado de X y p € X \ F entonces existe 2 (g) € Z(X) tal que p ¢ Z(g), lo que en particular
significa que g(p) # 0. Entonces f := g-g(p)~' es una funcién continua en X tal que f(x) =0
paracadax € Fy f(p) = 1. O

2.3.2. z-filtros y z-ultrafiltros

Considerando &/ = Z(X) vamos a estudiar algunas propiedades de los Z (X )-filtros y 2 (X)-
ultrafiltros. Para simplificar la notacién nos referiremos a ellos simplemente como z-filtros y z-
ultrafiltros sobre X. Si X es completamente regular, la familia <7 = 2(X) presenta una buena
cantidad de propiedades como hemos visto en resultados anteriores. As{ por ejemplo, 2 (X) con-
tiene una base de entornos de cada punto (los entornos cero) por el apartado (b) del teorema[2.3.6]
De este modo, la mayor parte de los resultados vistos sobre .o7-filtros son vélidos en este caso.
Incluso se pueden obtener algunos resultados més fuertes en relacién a z-filtros como exponemos
a continuacion.

Proposicion 2.3.7. Supongamos que X es completamente regular.

1. Si F es un z-filtro que contiene un z-filtro primo entonces % es z-filtro primo.
2. Si F es un z-filtro primo entonces p € X es punto adherente de .F si'y solo si F converge
hacia p.

Demostracion. 1. Supongamos que AUB € .% donde A = Z(f),B= %(g). Sea %' C ¥ un
z-filtro primo mds grueso que .% . Observar que para cada funcién h € C(X) se tiene que

Z(hNO)UZ(hVO0)=Z((hNO)-(hV0)=X € F = Z(hN0)e F' 6 Z(hV0)e F'.

En particular, para h = | f| —|g| serd Z°((|f] —|g]) AO) € # o Z((|f| —|g|) VO) € .%. Supongamos
que C = Z((|f|—|g]) NO) € Z. Entonces | f| > |g| en C, de modo que

Z(@)2Z(f-gnCe 7,
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porser Z(f-g) =AUB € .Z. Se sigue que B= % (g) € .F por la definicién de z-filtro.

En el caso C = Z((|f| — |g|]) V0) € .Z se razona de manera andloga.

2. Supongamos que .# es z-filtro primo. Ya sabemos que todo punto limite es adherente por la
proposicién[I.1.28] Sea V un entorno cero de p. Existe un entorno abierto U de p tal que U C V.
Como X es completamente regular 2°(X) es una base de cerrados (teorema , luego existe un
conjunto cero Ztalque X \VCX\UCZyp¢ Z PeroVUZ=X € .%,de modo que V € . o
Z e .7.Como p ¢ Zy pes punto adherente de .# se deduce Z ¢ .# y necesariamente V € .% . Basta
tener en cuenta que los entornos cero de p son una base de entornos para concluir el resultado. [

Enunciamos primero un lema que sera de utilidad mas adelante.

Lema 2.3.8. Supongamos que T es completamente regular. Sea Z un conjunto cerode X y p € T.
Sipe Z' entonces existe un z-ultrafiltro % sobre X tal que Z € U 'y es convergente hacia pen T.

Demostracion. Sea B ={ZNV : V esentorno cero de p en T'}. Notar que todos los elementos
son no vacios pues p € A y es cerrado para intersecciones finitas. Ademds B C Z(X) ya que
ZNV =ZN(VNX) donde Z € Z(X) por hipétesis y VNX € Z(X) usando que X NZ(f) =
Z(flx)-

La familia 8 es base de z-filtro en X, luego estard contenida en un z-ultrafiltro sobre X que
llamamos % . Dicho z-ultrafiltro contiene a Z € 3, y converge hacia p, ya que dado cualquier
entorno cero V de p en T (los cuales forman una base de entornos de p en T) se tiene que V D
VNZev. O

2.3.3. Construccién de la compactificacién de Stone-Cech.

Damos ya la definicién formal de la compactificacién de Stone-Cech.

Definicion 2.3.9. Una compactificacion Hausdorff (i,Z) de X se dice que es una compactificacién
de Stone-Cech de X si para toda aplicacion continua f : X — K con valores en un compacto
Hausdorff K existe una uinica extension continua f : Z — K tal que foi= f.

Observemos que, en caso de que exista, una compactificacién de Stone-Cech (i,Z) es un méa-
ximo en (Com(X),>), pues si (Y, g) es otra compactificacién Hausdorff entonces existe por hi-
pétesis una extensién g : Z — Y de g tal que goi = g, coincidiendo con la definicién del orden
(Z,i) > (Y, g). Por tanto, este tipo de compactificacion es tnica salvo homeomorfismos. Podemos
entonces hablar de la compactificacién de Stone-Cech de X y denotarla por BX .

Ademas de la definicidn hay otras propiedades que caracterizan la compactificacién de Stone-
Cech de un espacio X. El siguiente teorema recoge alguna de ellas.

Teorema 2.3.10. Supongamos que X es subconjunto denso de un espacio T que es completamente
regular (por ejemplo, si T es un compacto Hausdorff). Son equivalentes:

(1) Si T:X — K es aplicacion continua y K es compacto Hausdorff, entonces T admite una
extension continua a T.
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(2) Si f:X — R es una funcion continua y acotada entonces f admite una extension continua
yacotadaaT.

(3) Dos conjuntos completamente separados en X estdn completamente separados en T.

(4) Dos conjuntos cero de % (X) disjuntos tienen clausuras en T también disjuntas.

(5) Si Z1,Z, son conjuntos cero de % (X) entonces

- T o .
(ZiNZ) =7 NZ'.
(6) Todo punto de T es limite de un tinico z-ultrafiltro de X.

Demostracion. (1) = (2): Sea f : X — R es una funcién acotada entonces f[X] estd contenido en
un intervalo compacto [a,b]. Luego realmente podemos escribir f como una aplicacién f: X —
[a,b] y usando (1) deducimos que existe f : T — [a,b] extensién continua de f.

(2) = (3): Sean A y B dos conjuntos completamente separados en X. Entonces existe una
funcién f € Cy(X) tal que f[D1] = {1} y f[D2] = {0}. Por hipétesis f se extiende a f € C,(T), de
modo que D y D; estdn completamente separados en 7.

(3) = (4): Si Z; y Z, son conjuntos cero disjuntos, entonces son completamente separados.
En efecto, si Z; = Z(f) y Z, = Z(g) entonces la funcién continua h = |f|/(|f| + |g|) verifica
h[Z,] = {1} y h[Z,] = {0}. Por hipétesis Z; y Z, son también conjuntos completamente separados
en 7. Del teorema[2.3.5]se sigue que Z; y Z, estdn contenidos en conjuntos cero de 7' (que serdn
cerrados de T) disjuntos. De modo que ZT y ZT estardn contenidos en los mismos conjuntos cero
disjuntos.

(4) = (5): El contenido C es obvio, veamos la inclusién reciproca. Si p € ZT OZT entonces

para todo entorno cero V de p en T se tiene que p € (V ﬂZl)T ypeE (VﬂZz)T. Usando (3)
deducimos que V N (Z; NZ,) # 0 para cada entorno cero V de p en T. Como los entornos cero
son bases de entornos (por ser 7' es completamente regular y la proposicion concluimos
pEZINZ, .

(5)=(6): Yaque X esdensoen T, si p € T entonces p € X' .El lemaprueba la existencia
de un z-ultrafiltro en X convergente hacia p. Para ver la unicidad supongamos que %, %, son z-
ultrafiltros distintos de X que convergen hacia p, o equivalentemente, que tienen a p entre sus
puntos de adherencia en T'. Por ser distintos existen Z; € % y Z, € % tales que Z; NZ, = 0.
Entonces

Z'nz' =Zinz' =o.
con lo que p no puede estar en ZT y ZT simultaneamente.

(6) = (1): Sea 7: X — K con K compacto Hausdorff. Observemos que si E € Z(K) entonces
existe g € C(K) con E = Z(g). Pero entonces 7! [E] = Z(go 7) € 2/(X). Vamos a definir una
aplicacién 7 : T — K y comprobaremos que extiende a T de manera continua.

Dado p € T existe por hipdtesis un tnico z-ultrafiltro %/ ” en X convergente hacia p. La familia

4P ={Ec Z(K):t Y Eleu"}

es un z-filtro en K. En efecto, obviamente es no vacia (K € %,), no contiene al conjunto vacio,
si E; C E, entonces T [E{] C t7[Ey], y T [E1 NEy] = 7' [E] N7 [E,]. Ademis es z-filtro
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primo pues si E1 UE; € 47 entonces
Tﬁl[El UEQ] = Tﬁl[E]] U’Cil[Ez] cewUr,

de donde T [E(] € %P o t7[Ey] € %P, es decir, E| € 9P 0 E; € 9GP,

Como K es compacto Hausdorff, 47 tiene un punto de adherencia pues sus elementos son
cerrados con la propiedad de la interseccidn finita, que debe ser un punto limite por la proposicién
Notar que hay unicidad por ser un espacio Hausdorff. Definimos 7(p) como dicho limite.

= T es una extension de 7: Si p € X entonces la condicién p € (\pcq» F implica que 7(p) €
Neewr E =C(¥7), de modo que T(p) = 7(p).

» SiFEZK),Z=1t'[F]lype Z" entonces T(p) € F: Dado p € Z' tenemos que existe
F z-ultrafiltro tal que Z € .7 y .% converge hacia p por el lema[2.3.8] Como el z-ultrafiltro
P era dnico, deducimos que Z € % = %Py

Fe{EcZ(K): v YElew’}=9",

es decir, T(p) € F por ser punto de adherencia.

= T es continua: Sea p € T y F un entorno cero de 7(p). Como 7(p) y K \ F estan comple-
tamente separados (todo espacio compacto Hausdorff es completamente regular) existe un
entorno cero F' de K\ F tal que 7(p) ¢ F'.
Entonces F U F' = K implica que ZUZ' = 1~ [F]JUt ![F'] = X, de donde Z' UZ'' =T.
Como 7(p) ¢ F’ entonces p ¢ id por el punto anterior. Asi pues T \TT es un entorno
abierto de p. Ademds, sige T \?T entonces g € Z", de modo que T(g) € F de nuevo por
el punto anterior.

O

Vamos a probar que todo espacio completamente regular X admite una compactificacion de
Stone-Cech, para lo cual usaremos la construccién de Frink de las compactificaciones tipo Wall-
man tomando &/ = Z(X) la familia de todos los conjuntos cero de X.

Lema 2.3.11. Si X es completamente regular entonces o/ = % (X) es una base normal de X.

Demostracion. Se trata de una base para los conjuntos cerrados por el teorema [2.3.6] Ademads
verifica las propiedades de familia normal:

1. Z(X) es cerrado para intersecciones y uniones ambas finitas por la proposicion m

2. Z(X) es disjuntiva: si F es un subconjunto cerrado de X y p ¢ F entonces {p} y F estin
completamente separados. Por la proposicion [2.3.5|podemos entontrar un entorno cero U de
ptalque UNF =0.

3. SeanZ;,Z; € Z°(X) conjuntos cero disjuntos. Si Z; = Z(h;) para h; € C,(X) (i =1,2), enton-
ces la funcion f = |hy|/(|h1|+ |h2|) es continua, acotada y verifica que f(x) =0six € Z; y
f(x) =1six € Z,.Los subconjuntos cerrados F; = {x: f(x) <1/3} y b ={x: f(x) > 1/3}
son conjuntos cero por el apartado (d) de la proposicién Ademds satisfacen las inclu-
siones

ZICX\F,CF CX\2,
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de donde se deduce el resultado.
O

Teorema 2.3.12. Todo espacio completamente regular X tiene una compactificacion de Stone-
Cech BX.

Demostracion. Como o/ = Z°(X) es una base normal de X, el teorema nos da que el con-
junto BX de todos los z-ultrafiltros sobre X se puede dotar de una topologia con la que es un
espacio compacto Hausdorff que tiene una base de cerrados dada por la familia de los conjuntos
{Cz:Z e Z(X)} dela forma

Cr={%eBX:Zc¥}.

La aplicacion j: X — BX definida como j(x) = % ={Z € Z°(X) : x € Z} es un embebimiento
cuya imagen es densa en BX. Ademds todo elemento de BX es limite de un tnico z-ultrafiltro
sobre X y todo z-ultrafiltro sobre X es convergente a un punto de S X.

Usando esta ultima propiedad tenemos que satisface la condicién (5) del teorema (po-
demos aplicarlo ya que BX es completamente regular por ser compacto Hausdorff) con lo que
concluye la prueba. O

Damos ya la caracterizacion de los espacios que admiten una compactificacién.

Corolario 2.3.13. Para un espacio topologico X son equivalentes:

(1) X es un espacio semi-normal.
(2) X admite una compactificacion (Hausdorff).
(3) X es completamente regular.

Demostracion. (1) = (2): Es el teorema [2.2.4] (2) = (3): Se ha visto en la proposicion [2.1.5]
(3) = (1): Ya hemos visto que Z°(X) constituye una base normal de X si éste es completamente
regular. O

Nota 2.4. Hemos visto que para un espacio completamente regular X, la familia de los conjuntos
cero Z(X) es una base normal tal que la compactificacion Wallman asociada es BX. Como
mencionamos en una seccion anterior, la compactificacion por un punto (o de Alexandroff) de
un espacio Hausdorff localmente compacto también se puede obtener seleccionando una base
normal adecuada. Aunque no lo probaremos aqui, tomando como base normal la familia de los
conjuntos cero de funciones que son constantes en el complementario de un compacto se obtiene
dicha compactificacion (ver [1]).

Nota 2.5. Existen otras construcciones de la compactificacion de Stone-Cech en la que no inter-
vienen los filtros. Por ejemplo, en [23|] puede encontrarse una construccion basada en construir
un embebimiento del espacio completamente regular original X en el dual de C,(X) equipado con
la topologia ®*. Se comprueba entonces que la clausura de X en Cy(X) (identificando X con su
imagen) verifica las condiciones de la compactificacion de Stone-Cech.
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2.5.1. Compactificacién de Stone-Cech de un espacio discreto

Supongamos que X es un espacio topoldgico equipado con la topologia discreta. Se trata de un
espacio completamente regular pues cualquier funcién f : X — R es continua. Podemos entonces
aplicar el teoremapara deducir la existencia de BX la compactificacién de Stone-Cech de X.
Notar que Z(X) = £(X), de modo que los z-filtros son realmente los filtros usuales. Siguiendo
la construccién de la compactificacion en el teorema de Frink, BX es el conjunto de todos los
ultrafiltros sobre X y su topologia es la generada por la familia {V4 : A € &(X)} donde V4 =
{U% eBX:A¢U}.

Como ahora estamos trabajando con ultrafiltros, A ¢ % equivale a que X \ A € % . De este
modo, una base de abiertos bésicos, que serd la que manejaremos de ahora en adelante, es {V(E) :
E € #(X)}, donde

V(E):=Vx\p ={% €BX:Ec¥}.

Si E, E1, E> son subconjuntos arbitrarios de X entonces se verifican las siguientes propiedades:

= V(E;NE;) =V(E|)NV(E): en general, para cualquier filtro .% se tiene que £y NE, € .F
siy s6lo si E, E> € .% usando las propiedades (I) y (I) de la definicién de filtro.

= V(X \E)=BX\V(E): Basta usar que para todo ultrafiltro % € BX y E € X se tiene que
E €% o X\ E € %, siendo ambas posibilidades excluyentes.

= V(E\UE,) =V(E|)UV(E,): En general, la propiedad (I) de filtro muestra que si E; € % o
E> € % entonces E; UE, € 7% . Pero en el caso de ultrafiltros, la proposicién nos da
que el reciproco también es cierto.

= V(0) = 0: Basta usar la propiedad (IIT) de los filtros.

= V(X) = BX: Como todo filtro es no vacio por definicién, la propiedad (I) implica que X
pertenece a cualquier filtro.

La siguiente proposicion recoge algunas de las principales propiedades de SX.

Proposicion 2.5.1. Se verifican las siguientes propiedades:

(a) BX es compacto, Hausdorffy contiene a X como subconjunto denso y discreto (en la topo-
logia inducida) a través del embebimiento x — F, ={A C X : x € A}. En particular, si X
es numerable entonces BX es separable.

(b) El conjunto de puntos aislados de BX es X. En particular, X es abierto.

(¢) Los conjuntos V (E) para E C X son clopen (abiertos y cerrados) de BX.

(d) Para cada E C X es EPX = V(E). En particular, si AN B = () entonces APXABPY — .
(e) BX es totalmente disconexo, es decir, los tinicos subconjuntos conexos son los unipuntuales.

Demostracion.  (a) El embebimiento es el construido en el teorema[2.2.4] con el que sabemos
que X es subconjunto denso de SX.

(b) Notemos que V({x}) = {-#(,1} pues los ultrafiltros que contienen algtin conjunto finito son
los ultrafiltros principales. Si % es un ultrafiltro sobre X tal que {% } es abierto en X
entonces {% } NX # 0 por la densidad de X, luego 7% es ultrafiltro principal.

(c) Hemos visto antes que BX \ V(X \ E) =V(E), de modo que los V(E) tambien son cerrados.
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(d) Dado E C X, la afirmacién % € EP¥ es equivalente a que paracadaA € % seaV(A)NE #0,
es decir, ENA # 0 para cada A € % . La proposicion[I.1.14]nos dice que ésto es equivalente
aafirmar E € %, es decir, € V(E).

La segunda afirmacidn, aunque era una propiedad genérica de BX para cualquier espacio
completamente regular X (ver teorema [2.3.10), se puede probar en este caso de manera
directa teniendo en cuenta que AP ABPX coincide con V(A)NV(B)=V(ANB)=V(0) =0.

(e) Si A es un conjunto que contiene al menos dos ultrafiltros % # %> entonces existe E C X
talque E € %1y (X \ E) € %. De este modo,

A= (V(E)NA)U(V(X\E)NA)

es una separacion de A, pues 2 € (V(E)NA)y % € (V(X\E)NA).
O

Proposicion 2.5.2. Si f: X — K es una aplicacion continua con K compacto Hausdorff entonces
existe una unica extension fﬁ :BX — K de f. Ademds fﬁ se caracteriza porque

{fP(w)y = fIEN.

Ec¥

Demostracion. La existencia y unicidad de la extension es consecuencia del teorema [2.3.12] La
ultima afirmacién aparece en la demostracion de la implicacién 3) = 1) de la proposicion
O]

Corolario 2.5.3. Sea f: X — BX una aplicacion continua cuya tinica extension continua a X
es fB: BX — BX. Si % € BX entonces fB (%) es el ultrafiltro generado por la base de ultrafiltro
{fIE]:E€}.

Demostracion. Sabemos que { f[E|: E € %/ } es una base de un ultrafiltro por la proposicién
La proposici6n anterior afirma que f(% ) es el tinico elemento de

NEX = O VvFE)= N vB).

Ec¥% Ecw% Bef|%)

Por tanto, f[%] C f(% ), 1o que termina la prueba. O

Cardinal de 8 X

E. Cech usaba la cardinalidad de BN en un articulo de 1937 para estimar el cardinal de ciertos
subespacios de las compactificaciones de Stone-Cech. Sin embargo, no llegé a calcular explicita-
mente el cardinal, sino que solamente estimé que debia estar comprendido entre ¢ y 2¢, aunque
subrayaba la importancia de saber cudl era el valor exacto. Ese mismo afio B. PospiSil demostré
que un conjunto de cardinalidad x posee 22" ultrafiltros. Damos las siguientes pruebas siguiendo
[76].



@ Compactificaciones

Lema 2.5.4. K posee una familia de subconjuntos <f con |</| = 2% y tal que
ur NNy N (K\ V) N DK\ Vi)

tiene cardinalidad x para cada coleccion finita de elementos distintos uy, ..., up, Vi, ..., iy €
(una tal familia se suele denominar independiente).

Demostracion. Sea P la familia de todos los pares (F,.%#) donde F' es un subconjunto finito de k¥
y % es una familia finita de subconjuntos finitos de k. Notemos que el cardinal del conjunto de
los subconjuntos finitos de x tiene cardinalidad menor que ||J,c, K| < @ - kK = k (@ es el primer
cardinal infinito), razén que también muestra que la coleccién de todos los .# anteriores tiene
cardinal k. Por tanto, la cardinalidad de P es precisamente k, luego para probar el lema basta ver
que podemos encontrar en P una familia como la del enunciado.

Para cada u C x defininamos P, = {(F,.%) € P: FNu € .#} y consideremos la familia .o/ =
{P, : u C x}. Vamos a ver que esta familia verifica las condiciones que queremos.

= o/ tiene cardinalidad 2%: Notemos que si u 7 v son subconjuntos de k entonces existe (in-
tercambiando los papeles de u y v si es necesario) un elemento y € u \ v. Dicho elemento
verifica que el par ({y},{{y}}) pertenece a P, pero no a P,. En otras palabras, la correspon-
dencia u — P, es biyectiva luego |o/| = |2 (k)| = 2*.

= ¢/ es una familia independiente: Supongamos que uy, ..., Uy, V1, ..., vy, SOn subconjuntos dis-
tintos de k. Para cualesquierai € {1,...,n} y j € {1,...,m} existe ¢ ; que pertenece a u; \ v;
obienav;\ u.
Cualquier subconjunto finito F de k con F O {0 ;: 1 <i<n,1 < j<m} verifica que
F Nu; # FNv; para todo i, j por la eleccién de los ¢; ;. Llamando . = {FNu;: 1 <i<n}
tenemos que (F,.#) € P, paratodo i € {1,...,n} pero (F,.#) ¢ P, paracada j € {1,...,m},
es decir, (F,.7) pertenece a

Py N...0PB, N(P\P,)N...N(P\P,,) #0.

Notemos que hay x conjuntos distintos F como antes, luego el cardinal de la interseccién
anterior es al menos k; pero éste es también el maximo valor que puede tomar pues hemos
visto antes que |P| = K.

O

Proposicién 2.5.5. Existen 22° ultrafiltros sobre K.

Demostracion. Como K tiene 2* subconjuntos y los ultrafiltros son elementos de &?(Z(x)) de-
ducimos que existen a lo sumo 22* ultrafiltros.

Por otro lado, fijemos una familia .27 de subconjuntos de k como en el lema anterior. Para cada
funcién f: .7 — {0,1} = 2 consideramos la familia

Gy={uecd: fu)=1yU{x\u: f(u) =0}.

El lema anterior garantiza que ¢; verifica que cualquier subfamilia finita tiene interseccion no
vacia (de hecho la interseccion tiene cardinalidad k), de modo que existe un ultrafiltro % que
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contiene a ¢¥y. Ademds funciones distintas f y f> generan ultrafiltros distintos, ya que existird
ucof tal que fi(u) =1 (e %)y fa(u) =0 (k\ u € %). Como hay 21| = 22" funciones
distintas se deduce el resultado. OJ

Corolario 2.5.6. Si X es un espacio discreto de cardinalidad K entonces BX tiene cardinalidad
2%,

El espacio SN

La compactificacion BN del espacio discreto de los naturales es un objeto de gran interés en
matemdticas, ya sea en topologia, teoria de conjuntos, andlisis funcional o teoria de nimeors. A
continuacién recogemos algunas propiedades y aplicaciones que nos resultan llamativas.

Aunque BN es separable (N es subconjunto denso de puntos aislados), el subespacio BN\ N
no lo es. En efecto, por el lema[2.5.4 sabemos que existe una familia 4" de ¢ subconjuntos infinitos
de N casi-disjuntos. De este modo, si A,B € € son elementos distintos entonces V(A) NV (B) =
V(AN B) sélo contiene ultrafiltros principales al ser AN B finito, luego V(A) \N y V(B) \ N son
abiertos en BN\ N disjuntos. Como cada A € € es infinito tenemos que cada V(A) \ N es no
vacio. De este modo {V(A) \N: A € ¢’} es una familia de ¢ abiertos no vacios disjuntos. Por tanto
cualquier subconjunto denso tiene al menos ¢ elementos. Se puede probar que, de hecho, N\ N
tiene una base de abiertos de esta cardinalidad (ver [31) theorem 3.6.11, p. 174]).

Entre las propiedades de BN destaca el hecho de que cualquier subconjunto cerrado infinito
F C BN contiene una copia homeomorfa de BN (ver [31} theorem 3.6.14, p. 175]). En particular se
deduce que toda sucesién convergente se hace constante a partir de un cierto término, ya que si o es
limite de una sucesién con infinitos términos distintos (x,),en en BN entonces {x, : n € N} U{a}
tendria una copia homeomorfa de BN, cuyo cardinal ya sabemos es 2%, lo que es absurdo.

Otro destacado teorema (ver [31]) en el que interviene BN es el siguiente: el hecho de que
todo espacio de Parovicenko de peso ¢ sea homeomorfo a BN\ N es equivalente a la hipdtesis del
continuo. Un espacio de Parovi¢enko es un espacio compacto que verifica las siguientes propieda-
des: no tiene puntos aislados, posee una base de conjuntos clopen, dados dos elementos disjuntos
que son Fg (union numerable de cerrados) se tiene que sus clausuras también son disjuntas y todo
conjunto G (interseccién numerable de abiertos) tiene interior no vacio.

En [69] Rudin estudi6 el problema de 1a homogeneidad de BNy BN\ N. Un espacio topolégico
se dice que es homogéneo si dados dos elementos suyos cualesquiera existe un homemomorfismo
de dicho espacio en si mismo que lleva uno a otro. Rudin caracteriza en el caso de BN aquellos
pares de ultrafiltros %, 7 € BN para los que existe un homeomorfismo de BN en si mismo que
lleva uno a otro (a los que denomina ultrafiltros del mismo tipo), identificando de manera natural
todos los homeomorfismos de BN con permutaciones de N. Respecto al caso de SN\ N, Rudin
prueba que bajo la hipétesis del continuo dicho espacio posee elementos que son P-puntos (un
elemento de un espacio topoldgico se dice que es un P-punto si la interseccién de una familia
numerable de entornos de dicho punto es de nuevo un entorno del punto) asi como elementos que
no lo son. Como la imagen a través de una aplicacion continua de un P-punto es también P-punto,
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entonces Rudin deduce que no pueden existir homeomorfismos que lleven un P-punto a un no
P-punto, es decir, BN\ N no es homogéneo.

El espacio BN admite una operacién de adicién + con la que (BN, +) es un semigrupo topold-
gico por laizquierda [72, lemma 1, lemma 2, p. 67-68]. Como ademads es compacto y Hausdorff, un
teorema de Auslander-Ellis [[72| lemma 3, p. 69] garantiza que dicho semigrupo posee un elemento
idempotente % . Usando este elemento se puede probar el siguiente teorema debido a Hindman
[72, p. 69]: si el conjunto de niimeros naturales N se particiona en un niimero finito de conjuntos,
es posible encontrar uno de ellos, pongamos A y un subconjunto infinito B de A, con la propiedad
de que cualquier suma finita de elementos de B pertenece a A. Con un poco mds de trabajo, pero
siguiendo la misma idea, se prueba también el siguiente teorema de Van der Waerden [72, p. 73]:
si el conjunto de niimeros N se particiona en un niimero finito de conjuntos Ay, ...,A,, es posi-
ble encontrar uno de ellos, pongamos A; que contiene progresiones aritméticas arbitrariamente
grandes.

Hemos visto al hablar del problema de homogeneidad que el comportamiento y las propieda-
des de BN estan afectadas por el modelo de teoria de conjuntos en el que estemos trabajando. Este
comportamiento es lo que lleva a Jan van Mill [51] a referirse a BN como “el monstruo de tres
cabezas” (a monster having three heads): if one works in a model in which the Continuum Hypot-
hesis (abbreviated CH) holds, then one will see only the first head. This head is smiling, friendly
and makes you feel comfortable working with BN ...If one works in a model in which CH does not
hold, then one will see the second head of BN. This head constantly tries to confuse you and you
will never be able to decide whether it speaks the truth ...The third head of BN is its head in ZFC.
Because of the first two heads, this head is rather vague, but some parts of it are very clear. If one
wants to see the clear part, one will have to work like a slave, inventing ingenious combinatorial
arguments.
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Capitulo

N la primera seccién vamos a definir el concepto de punto limite de una aplicacién f:1 — X

(X espacio topoldgico) a través de una base de filtro B sobre /. El conjunto de tales puntos

lo denotaremos por limg f. Se trata de un concepto que estd ligado al de limite de una base de

filtro asi como con la extension de f a BI visto I como espacio topoldgico discreto. Establecida

esta conexién, deduciremos las principales propiedades asociadas, en particular la existencia de

tal limite a través de un ultrafiltro % cuando la funcién f tiene su imagen f[I] contenida en un

subconjunto compacto K de X. Este es posiblemente uno de los hechos mds importantes de la

memoria, y tendrd su aplicacién en el capitulo siguiente de estabilidad de espacios de Banach, asi
como en los dos tltimos apéndices de esta memoria.

En la seccién siguiente, partiendo de un espacio de Banach dual (E*,|| - ||) construiremos
la aplicacién Ty, definida sobre el conjunto lw(I,E*) y con valores en E* dada por Ty (f) =
w*-1imy f. Veremos que este tipo de aplicaciones son lineales, continuas (en norma) y multipli-
cativas en el caso en que E* sea un dlgebra de Banach. En el caso en que E* = R demostraremos
que dichas propiedades caracterizan todos los funcionales de /.(I,R) que son de la forma Ty
para un ultrafiltro % sobre I. Sefialar que todas las propiedades y resultados anteriores han sido
probados sin recurrir a resultados en literatura previa.

Como aplicacion de lo anterior probaremos un reciente resultado [8]] sobre la existencia de
limites de Banach con valores vectoriales en todo espacio de Banach 1-complementado, esto es,
un espacio de Banach E que admite una proyeccion p : E** — E de norma 1. También pondremos
de manifiesto que existen espacios de Banach sin limites de Banach, como por ejemplo (cg, || - ||«)-

Discutiremos la relacion entre limites de Banach y limites a través de ultrafiltros, dedicando
una seccién a probar un teorema de Jerison [47] que garantiza que todo limite de Banach se puede
obtener aproximando con combinaciones convexas de limites de Banach que si se expresan como
limites a través de ultrafiltros. Es interesante remarcar que este resultado se prueba utilizando el
teorema de Riesz y el teorema ergddico de Birkhoff, y haciendo uso de la compactificacién de
Stone-Cech de los naturales N.

La ultima seccion la dedicaremos a introducir los ultraproductos de espacios de Banach, que
serdn de ultilidad para el capitulo siguiente en la construccion del spreading model. Senalar que
para la preparacion de esta seccién se han seguido unos apuntes de un curso impartido por el
profesor José Bonet (Universidad Politécnica de Valencia).
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Las principales referencias para el capitulo son: [8], [47].

3.1. Limites a través de filtros

Sea f3 una base de filtro sobre un conjunto no vacio /, X un espacio topoldgicoy f : I — X una
aplicacion.

Definicion 3.1.1. Diremos que x € X es un punto limite de f a través de la base de filtro 8 si la
base de filtro f[B] converge hacia x, i.e., para cada V € Ent(x) existe B € 3 con f[B] C V.
El conjunto de puntos limite de f a través de B lo denotaremos por

lim f.
p
En ocasiones las funciones f : I — X se escriben como (x;);c; donde x; = f(i) paracadai € I.
En ese caso el conjunto de puntos limite se denota por lim; g x;.
El siguiente ejemplo pone de manifiesto que el conjunto de puntos limite de una funcién a
través de una base de filtro puede ser vacio.

Ejemplo 3.1.2. Sea f: N — (0,1) dada por f(n) = 1/ny F el filtro de Fréchet. Para cualquier
punto xo € (0,1) el entorno (xo/2,1) de xo verifica que

{neN: f(n) € (x/2,1)}
es finito, de modo que no pertenece a ..

Vamos a ver dos casos particulares de limite de aplicacion a través de filtro que generalizan
conceptos que usualmente aparecen en espacios métricos. Supongamos que f : Y — X es una
aplicacion entre espacios topoldgicos.

= Sea B = Ent(c) el filtro de entornos de ¢ € Y. Si x € X es un punto limite de f respecto de
Ent(c) esto significa que dado un entorno V de x existe U € Ent(c) tal que f[U] C V. En
este caso se suele escribir
x € lim f(y).

y—cC

Notar que f es continua en ¢ si 'y sélo si f(c) € limy_,. f(y).
= Si {c} no es un conjunto abierto de X (i.e. ¢ no es un punto aislado de X) entonces

B={V\{c}:V €Ent(c)}

es una base de filtro sobre X. En efecto, se trata de una familia no vacia pues al menos
contiene a X \ {c}, es cerrada para intersecciones y es obvio que no contiene el conjunto
vacio. Si x es limite de f con respecto a la base de filtro § anterior se suele escribir

xe lim f(y).
y—c,yF£c
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El siguiente teorema recoge algunas de las propiedades mds importantes de los limites a través
de una base de filtro.

Teorema 3.1.3. Con la notacion de la definicion anterior se tienen las siguientes propiedades:

(a) img f C f11].

(b) Sean B,B' dos bases de filtro sobre I tales que B C (B'). Entonces limg f C limg, f.

(c) Sig:X —Y esuna aplicacion continua entre espacios topologicos y entonces g[limg f] C
limg (go f).

(d) Si X es Hausdorff entonces f tiene a lo sumo un punto limite a través de . Cuando dicho
punto exista se dird que es el limite de f respecto de B y se denotard por limg f.

(e) x €limg f siy solo si para cada ultrafiltro % mas fino que B tenemos que x € limy, f.

Demostracion.  (a) Sea x limite de f a través de la base de filtro B y V € Ent(x) un entorno de
x. Existe B € f3 tal que f[B] C V, de modo que

FINV 2 f[B]NV #0.

(b) Basta usar que dado B € f3 existe B’ € B’ tal que B’ C B.

(c) Sig:X —Y es una aplicacién continua y x € limg f entonces para cada entorno de W de
g(x) se tiene que g~ ![W] es entorno de x. Por tanto, existe B € 8 talque BC f~![g~![W]] =
(go f)'W1.

(d) Es consecuencia de (c) y la proposicién[I.1.25] Se puede ver también de manera directa: si
Vi y V5 son entornos disjuntos de dos limites de f a través de 8 entonces f~'[Vi], f~1[V3]
son dos elementos disjuntos que pertenecen al filtro (), 1o que es absurdo.

(e) Por el apartado (b) tenemos que si x es limite de f a través de B entonces también lo es a
través de cualquier ultrafiltro %7 mas fino que f3. Para ver el reciproco, si suponemos que x
no pertenece a limg f entonces existe un entorno abierto V' de x tal que BN f “IX\V]#0
para cada B € 3. De este modo B U {f~![X \ V]} estd contenido en un filtro, y por tanto, en
un ultrafiltro ¥" mas fino que B. Por hipétesis x € limy f, de manera que existe A € ¥ con
A C f~1[V], el cual tendrd interseccién no vacfa con f~![X \ V] pues ambos son elementos
de 7, lo cual es absurdo.

O

Teorema 3.1.4. Sea f : I — X una aplicacion con valores en un espacio topologico X. Si U es
un ultrafiltro sobre I y f[I| C K para algiin subconjunto compacto K de X, entonces limy, f # 0.

Demostracion. Por la proposicion sabemos que f[%] es una base de ultrafiltro tanto en X
como en K. Ahora bien, el teorema [.2.9] garantiza que dicha base de ultrafiltro debe ser con-
vergente en K (con la topologia inducida). Pero si es convergente como base de ultrafiltro en K,
entonces también es convergente al mismo limite como base de ultrafiltro en X. O

Proposicion 3.1.5. Sea f : Y — K una aplicacion entre un conjunto Y equipado con la topologia
discreta y un espacio topoldgico Hausdorff compacto K. Si fB BY — K es la (iinica) extension
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de f a BY entonces para cada ultrafiltro % sobre Y se verifica

limf = fP(%) € (] fIA]

AEU

Demostracion. El hecho de que fB (%) € ﬂAe%m ya aparece en el corolario En otras
palabras, f#(%) es un punto de adherencia de la base de ultrafiltro f[%], es decir, limy, f =

). O

El limite usual de sucesiones que manejamos en matematicas es un caso particular de la defi-
nicién de limite a través de filtro cuando consideramos el filtro .%.; de Fréchet sobre N. En efecto,
sabemos que una base de .%#.y viene dada por § = {Vi }nen donde

Vi={meN:m>n}.

De este modo, lim,, #,
implica x, € V.

Sea X = (x,)nen : N — K una sucesién en un compacto Hausdorff K, y x : BN — K la tinica
extension continua de x. De la proposicién se sigue que para cada ultrafiltro % sobre N se
tiene

+Xn = o se traduce en que para cada V € Ent() existe m € N tal que n > m

limxn:xﬁ(%) € [ x[A].
n¥ Acw
Si % es ultrafiltro no principal (o libre) entonces es mds fino que el filtro de Fréchet, luego en
particular
}llgzrllxn € ﬂ {xx 1 k>n},
neN
es decir, el limite a través de % es un punto de aglomeracién de la sucesion. Esta propiedad
muestra que para una sucesion de nimeros reales (x,),cn se tiene que

liminfx, < limx, < limsupux,. 3.1
n nuU n

3.1.1. Limite a través de ultrafiltro en Banach duales

Para un espacio de Banach (E, || - ||) y un conjunto I denotaremos por /. (I,E) al conjunto de
todas las aplicaciones f : I — E cuyo rango es un subconjunto acotado de E. Dicho conjunto se
puede dotar la norma del supremo || f||. = sup{|f(i)| : i € I'}.

Definicion 3.1.6. Sea E* un espacio de Banach dual y % un ultrafiltro no principal sobre I.
Denotaremos por Ty, : bu(I,E*) — E* a la aplicacion dada por

Ty (f) = a)*—h%nf (limite en ®*).

Notemos que esta bien definida por el apartado (d) del teorema [3.1.3| ya que los conjuntos
acotados (en norma) son relativamente ®*-compactos por el teorema de Alaoglu [32] teorema
3.21,p. 711
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Proposicion 3.1.7. Sea % ultrafiltro no principal sobre un conjunto I.

(a) Ty es una aplicacion lineal y || - ||w-|| - ||-continua con || Ty || = 1.

(b) Si E* es un dlgebra de Banach entonces para cualesquiera (x)icr, (¥} )icr € loo(I,E*) se
tiene que T ((x; )ier - (v} ier) = T (57 )ier) - T (3] )ier)-

Demostracion. Sean (X )icr, (¥} )ier € bo(IL,E), x* = @*-limy x} e y* = 0*-1imy, y7.
(a) Comenzamos viendo que se trata de una aplicacién lineal. Dado un @*-abierto H = {z* €
E*:7*(t) > a} que contiene a x* +y*, fijamos € > 0 con x*(t) +y* () — € > o y los conjuntos

H ={Z"€E":7"(t) >x"(t)—€/2}, Hy={z"€E*:7°(t) >y"(t)—€/2}
que son entornos ®*-abiertos de x*, y* respectivamente. Entonces
{liel:x{+y;eH} D {iel:x;eHi}n{icl:y e} e¥.

Si W es un w*-abierto arbitrario que contiene a x* + y* entonces es interseccion finita de
semiespacios @*-abiertos que contienen a x* + y*. El razonamiento anterior prueba que para cada
uno de esos semiespacios H se tiene que {i € [ : x} +y; € H} € %, luego tomando la interseccion
finita de todos ellos se deduce {i € I': (x} +y}) € W} € % . Esto prueba que Ty ((x})ic1 + (v} )icr) =
x*+y* =Ty ((xH)ier) + T (V) )ier ) - Para probar que Ty (A (x})ier) = ATy ((xF)icr) se razona de
manera anéloga.

Para ver la continuidad basta observar que f[I] C || f||«Bg- implica limy f € || f||«BE- por
el teorema (la bola unidad de un dual es @*-compacta). Asi pues, ||T%|| < 1. De hecho es
una igualdad, pues fijado y € E con ||y|| = 1 podemos definir y; := y para cada i € I. Obviamente
w*-limy; = y.

(b) Se razona igual que para probar la linealidad. Dado un semiespacio ®*-abierto H = {z* €
E*:7*(t) > a} que contiene a x* - y*, consideramos € > 0 con x*(¢) - y*(¢) — € > a y los abiertos

}7

€
¥iietlleo (1 + 1)

< & }
20| Yierlleo(1+J2]) ™

H ={zZ"€E":|Z"(1) —x"(t)| < 3

Hy={z" € E" 1|z (1)y"(1)]
Entonces
{iel:(xj-y/)eH} D{icl:x; e Hi}n{iel:y;ch} ¥,
yaque six; € Hy ey; € H, entonces
i (2) - (8) = X" () -y ()] < 1105 ietlleo ] 137 (2) = " (@) + [y el 17 (£) — 2" (2)]
<N ierlleolellyi () =y O + 13 ierllo e (£) = 2" (2)] < .
lo que implica
x; (1) -y; (1) = x"(0) -y (1) —& > .

Si W es un @*-abierto arbitrario que contiene a x* - y* entonces es interseccion finita de semi-
espacios w*-abiertos como H y razonando como en (a) se obtiene lo que buscamos. 0
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Limites a través de ultrafiltros en R

Como caso particular, si E = R entonces las aplicaciones Ty : {o(I,R) — R inducidas por
un ultrafiltro %/ sobre I son lineales y || - ||-|| - [|-continuas. Se trata entonces de elementos de
(loo(I,R),]| - ||)*. En el caso en que I = Ny % es un ultrafiltro libre sobre N, remarcamos el
hecho de que la aplicacion Ty, : f.(N) — R selecciona un punto de aglomeracion Ty, (x) de cada
sucesion x € /.. (N) de manera que esta seleccion es lineal, continua y multiplicativa.

Si % es un ultrafiltro sobre I entonces podemos contruir una aplicaciéon Ay : Z(I) — R

definida por
1 siAev
A (A) = .
0 siA¢w

Diremos que una aplicacién A : Z(I) es finitamente aditiva si A(AUB) = A(A) + A(B) siempre
que A y B son disjuntos.

Proposicion 3.1.8. Para cada ultrafiltro % sobre I, la aplicacion Ay : (1) — R es finitamente
aditiva con A(I) = 1. Reciprocamente, si A : Z(I) — R es finitamente aditiva {0, 1}-valuada no
nula entonces existe un tinico ultrafiltro % sobre I tal que Ay = A.

Demostracion. Se trata efectivamente de una medida finitamente aditiva de probabilidad ya que
A(0) =0y si(A;)", es una familia finita de subconjuntos disjuntos de / entonces Jj_; A; € % si
y s6lo si existe un tnico A;, tal que A;, € % (la existencia es consecuencia de las propiedades de
los ultrafiltros y la unicidad porque dos elementos de un ultrafiltro tienen interseccidon no vacia).
Supongamos ahora que A : Z(I) — R es finitamente aditiva {0, 1}-valuada y no nula. Si
existe tal ultrafiltro %/ entonces debe estar definido como % = {A C1: A(A) = 1}. Veamos que
efectivamente se trata de un ultrafiltro. Como A es monétona entonces se verifica que siA C By
A € % entonces B € 7/. Obviamente % no contiene al conjunto vacio pues A(0) = A(0) + A(0)
implica A(0) =0, y si A,B € % pero ANB ¢ % entonces | > A(AUB) =A(A)+A(B) —A(AN
B) =2, lo que es absurdo. Finalmente se trata de un ultrafiltro ya que si A C I entonces 1 =
A(I) = A(A) + A(I\ A), de donde alguno de los sumandos es igual a 1, es decir, A o bien su
complementario I \ A pertenece a % . U

El espacio (£ (I,R), || - ||« ) tiene la propiedad de que si identificamos cada elemento A € Z(I)
con x4 € le(I,R) entonces span(#(I)) = l(I,R). En efecto, si f: I — R es una funcién aco-
tada entonces su rango estd contenido en un compacto, luego para cada € > 0 podemos recubrir
fI] con una familia finita de bolas de radio €. Si (ax)}_, es la familia de los centros de dichas
bolas, entonces podemos construir una particion (Ag);_, de / de manera que si i € A entonces

| f(i) —a;|] < €. De este modo, la funcién simple S = Y7 a;xa, verifica || f — ||« < €.

Proposicion 3.1.9. Sea % un ultrafiltro sobre I. La aplicacion Ty, : l«(I,R) — R verifica
Ty (xa) = Ay (A) para cada A C 1.

Por tanto, Ty, es la unica extension lineal y continua de la aplicacion finitamente aditiva Ay :
2(I) — R
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Demostracion. Para cadaA C I se tiene que Ty (xa) € {0, 1} por el apartado (a) del teorema[3.1.3]
Si Ty (xa) = 1 entonces tomando el abierto (1/2,+e0) tendriamos A = {i € I : ya(i) € (1/2,00)}
pertenece a 7%/ . De manera andloga que se prueba que 7y (x4) = 0 implica I \ A € % . De este
modo, Ty (xa) = Ay (A) paracada A € Z(I).

La dltima afirmacion es consecuencia de que un funcional lineal y continuo f : /o (I,R) — R
queda univocamente determinado al conocer los valores sobre #(I), usando el hecho (probado
antes) de que span(Z(I)) = l(I,R). O

El siguiente teorema da una caracterizacion de las aplicaciones limite a través de un ultrafiltro
para este caso.

Teorema 3.1.10. Una aplicacion f : le(I,R) — R no nula es de la forma f = Ty, para un ultra-
filtro U siy sdlo si

(a) f eslineal y continua.

(b) f((xi)ier(yi)ier) = f((xi)ier) f((vi)ier)-

Demostracion. Ya sabemos que las condiciones (a) y (b) son necesarias por la proposicién [3.1.7]
veamos que también son suficientes. Basta comprobar que A : () — R dada por A(A) =T (xa)
es una medida de probabilidad finitamente aditiva {0, 1 }-valuada y no nula. Aplicando la propo-
sicién tendremos que A = Ay para un ultrafiltro %/ sobre I, de modo que T = T por la
proposicién[3.1.9

Para cada A C I se verifica f(xa) = f(xa)f(xa) por la condicién (b), de modo que f(x4) =1
0 0. Notar que A(I) = f(x) = 1, ya que si fuera f(x;) = 0, entonces para cada (x;);c; € lo(I,R)
tendriamos que f((x;)ier) = f((xi)ier) f(x1) = 0, de modo que f seria la aplicacion nula contradi-
ciendo las hipétesis. Por linealidad A (0) = f(xo) = f(0) = 0. Si (A;)’, es una familia finita de
elementos disjuntos de &(I) entonces

m m

AUA) =T 0) = 3 T00) = f‘,lmj)

j=1 J= J

por linealidad.
O

Observacion 3.1.11. La hipdtesis de continuidad puede eliminarse de (a) ya que toda aplicacion
lineal y multiplicativa sobre un dlgebra de Banach con unidad es continua (ver [|79, theorem 8.3]).

3.1.2. Limites de Banach

En 1932 Banach publica [10], donde estudia extender la aplicacién limite, que asocia a cada
sucesion real acotada convergente su limite, al espacio de todas las sucesiones reales acotadas.
Este tipo de aplicaciones se recogen en la siguiente definicién.

Definicién 3.1.12. Una aplicacion lineal L : l.. — R se dice que es un limite de Banach o limite
generalizado si verifica las siguientes propiedades:
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(a) Six = (x,)neN es una sucesion convergente hacia , entonces L(x) = a. En otras palabras,
L extiende la aplicacion limite.

(b) L((xp)nen) = L((X4+1)nen) para cada sucesion (x,),en acotada.

(¢) Six = (Xy)neN € le tiene sus términos no negativos entonces L(x) > 0.

Estas aplicaciones son continuas (lo vemos a continuaciéon) de modo que corresponden a
elementos de /7, que extienden a la funcién 1im : ¢ — R. Obsevar que L(1) = 1 por (a) (donde
1=(1,1,...)). Si X = (x,)nen €s una sucesion ||x|| < 1, entonces 1 —x es una sucesién que tiene
todos sus elementos no negativos, de donde se deduce que 0 < L(1—x) =L(1) — L(x) = | — L(x).
Anélogamente se comprueba que L(x) > —1. De este modo se ha probado que ||L|| = 1, lo que
en particular significa que se trata de aplicaciones continuas. De hecho, la condicién (c) de la
definicién se puede sustituir por ||L|| < 1. En efecto, supongamos que ||L|| < 1 y sea
X = (X4)neN € e una sucesion (que podemos suponer no nula) cuyos términos son no negati-
vos. Sin pérdida de generalidad podemos suponer (dividiendo por [|X||«) que ||(x;)nen]/ < 1.
Entonces || (1 —xp)nen]le < 1y

1= L(l) = L((xn)neN) +L(1 - (xn)nEN) < L((-xn)neN) +1.

Este hecho permite generalizar la definicion de limite de Banach a espacios normados reales arbi-
trarios.

Denotamos por {w (E) := {(N, E) . Basdndonos en [8], definicién 1.2] introducimos la siguien-
te definicién que extiende a la de limite de Banach usual.

Definicion 3.1.13. Sea (E,||-||) un espacio normado real. Una aplicacion L : l(E) — E se dice
que es un limite de Banach (generalizado) si verifica las siguientes propiedades:

(1) L es lineal y continua con ||L|| < 1.

(2) Si (xn)nen es sucesion en E convergente a un cierto o entonces L((xy)nen) = Q.

(3) L es invariante por desplazamiento, es decir, T oS = T para el operador desplazamiento
S low(E) = l(E) que asocia S((xn)neN) = (Xn+1)nen-

La primera observacién importante es que existen espacios de Banach que carecen de limites
de Banach.

Ejemplo 3.1.14 ([8]). El espacio cq carece de limites de Banach.

Demostracion. Supongamos que T : lw(co) — ¢o sea un limite de Banach. Definimos entonces
el operador G : lo — {o dado por G((x,),) = T((x1,0,...), (x1,X2,0,...),...). Entonces G es una
aplicacion lineal con ||G|| < 1 pues ||T|| < 1. Como el rango de G esté contenido en ¢, tenemos
que G es una proyeccion de /. sobre ¢y que verifica G|co = id, lo que no es posible por el lemma
de Phillips ([} teorema 2.5.5, p. 46]). ]

Nos interesa estudiar qué espacios de Banach poseen limites de Banach. Primero vamos a ver
que, en este sentido, la propiedad de invarianza con el operador desplazamiento es supérflua. El
siguiente lema generaliza un resultado de [8]].
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Lema 3.1.15. Sea R : lw(E) — lu(E) un operador lineal y continuo que satisface:

1. Six converge hacia o entonces R(x) converge hacia Q.
2. Six = (xp)nen verifica que existe M > 0 tal que

<M para cada k € N,

k
Y
n=1

entonces R(x) converge hacia 0.
3. R <1

Si L: leo(E) — Lo(E) satisface (1) y (2) de la definicion[3.1.13|entonces Lo R verifica (1), (2)

v (3), es decir, es un limite de Banach.

Demostracion. Lo R es un operador lineal y continuo con ||[LoR|| < 1 que claramente satisface
la propiedad (2) de la definicién (3.1.13] Para la propiedad (3) observemos que para cualquier
sucesion X = (x,)nen acotada por M > 0 se tiene que

Y= X—Sx = (x1 —X2,X2 — X3, ),

tiene sumas parciales acotadas uniformemente

= |[x1 —xesr | <2M.

k
2o
n=1

Por las propiedades de R deducimos que R(x — Sx) converge a cero, luego (7 oR)(x — Sx) =
0. Usando la linealidad concluimos que 73 o R es invariante por desplazamiento. O

Todo espacio de Banach E posee operadores R como en el lema anterior. A continuacion se
muestran algunos ejemplos.

Ejemplo 3.1.16. Sea g : N — N una sucesion estrictamente creciente.

1. R(x) = <xl++xn> (operador suma de Cesaro)
n neN

Xy (1) F oo X
2. R(x) = <xg(1) Fe(1) Fa( )>
neN

n

3 R(x) = (xn+xn+1+...+xn+k_1>
+ X +..+ o
Xo(n) T Xo(n T O S
4. R(x) = ( g(n) T g(nt1) g(ntk 1))
neN

k

Como consecuencia del lema anterior deducimos el siguiente resultado.

Corolario 3.1.17. Si E posee alguna aplicacion L : lw(E) — E satisfaciendo (1) y (2) de la defi-
nicion|3. 1. [J3| entonces existen limites de Banach en E.
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Demostracion. Basta componer Lo R donde R es el operador suma de Cesaro y aplicar el lema
3. 1151 O

El corolario anterior nos dice que la existencia de limites de Banach en un espacio de Banach
E es equivalente a la existencia de aplicaciones que satisfacen (1) y (2) de la definicién de limite
generalizado de Banach. Usando este hecho vamos a ver ahora que todo espacio dual posee limites
de Banach.

Teorema 3.1.18 ([8]). Todo espacio de Banach dual E* posee limites de Banach.

Demostracion. Fijemos un ultrafiltro no principal arbitrario %/ y consideremos la aplicacién Ty, :
l-(E*) — E*. La proposicién muestra que 77 es lineal y continua con norma ||7%|| = 1.
Si (x})nen es una sucesion convergente (en norma) hacia y* entonces converge también en la
topologia débil* al mismo limite, de modo que Ty ((x})nen) = y*. O

El teorema anterior se puede generalizar a espacios que admiten proyeccién del bidual en si
mismos.

Corolario 3.1.19 ([8]). Si E es un espacio de Banach que admite una proyeccion P : E** — E con
I|IP|| = 1 (espacio 1-complementado) entonces E posee limites de Banach.

Demostracion. Sabemos que E** posee una aplicacion L : £ (E**) — E** que satisface las propie-
dades (1) y (2) de la definicién de limite generalizado de Banach por el teorema anterior. Por otro
lado, E admite un embebimiento natural en su bidual E** asociando a cada x € E la aplicacién
lineal y continua (x,-) : E* — E* dada por (x, f) := f(x). Esta aplicacién induce otro embebi-
miento j : e (E) — L (E™), que es una aplicacion lineal y continua con || j|| = 1. Definimos ahora
L' =PoLoj:l.(E)— Ey vamos a probar que también verifica las mismas dos propiedades
que L. Se trata obviamente de una aplicacion lineal y continua con norma ||L'|| < 1. Si (x,)en €8
una sucesion en E convergente a un cierto x € E entonces L((x,)nen) = x (pues la norma bidual
restringida a E coincide con la norma de E), luego L'((x,),en) = x. En particular deducimos que
IL’|| = 1, ya que si y € E es un elemento de norma uno y consideramos la sucesién y constante-
mente igual a y entonces L' (y) = y. O

Sefialar que una aplicacién Ty, : ¢(E*) — E* no puede ser un limite de Banach, ya que no
conmuta con el operador desplazamiento S. En efecto, fijemos y* € E* un elemento con norma
igual a uno y sea A el conjunto de los nimeros impares. Entonces y* x4 es la sucesién que toma
el valor y* en los indices impares y cero en los pares, mientras que S(y*)4) serd la sucesién que
toma el valor cero en los impares e y* en los pares, es decir S(y*)a) = y* An\a- De este modo, si
A € % entonces Ty (S(y* xa)) = 0 pero Ty, (y* xa) = y*, luego son distintos. En el caso N\ A € %
los valores se intercambian y siguen siendo distintos.

Sin embargo, y como hemos visto en los resultados anteriores, basta componer 77 o R donde R
es el operador suma de Cesaro para obtener un limite generalizado de Banach. Ahora la pregunta
natural es: ;puede todo limite de Banach escribirse de la forma 7 o R para el operador suma
de Cesaro R?. El siguiente ejemplo es original, y pone de manifiesto que la respuesta a dicha
afirmacion es negativa.
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Ejemplo 3.1.20. Existen limites de Banach L : {.. — R que no se pueden escribir como Ty o R
donde R es el operador suma de Cesaro.

Demostracion. Es fécil ver que

M
Im(R) = {y = (Yn)neN € lw : existe M > 0 tal que si n € N entonces |y,4+1 — yn| < } .
n

El contenido C es consecuencia de que si ||x|| = C entonces

X4t X Xt X < ]x1|+...+|xn|+n|xn+1|< 2C <2£
n n+1 - n(n+1) “n+l " n’

Para el reciproco, dado y = (y,)neN € ¢ perteneciente al conjunto de la derecha definimos x; = yy,
Xpt+1 = (n+ 1)ynt1 — ny, que verifica X € lo (pues ||X||e < M +|y]|w) y R(X) = y. Ahora es facil
ver que Im(R) es cerrado para el producto componente a componente, ya que

Mi[[x][ + M| 1yll-»
n

|xn+1)’n+l _xn)’n| < ”X||°<>|Yn+1 _yn| + ||Y‘|°°|xn+l _xn| <

Vamos a construir una sucesion (a,),en € Im(R) con la propiedad de que existe una subsu-
cesion (ay)nep que converge hacia 0 y otra subsucesion (a,),ec que converge hacia 1. Podemos
suponer que By C son disjuntos. Se toman ultrafiltros libres sobre N verificando Be % yC €V
(que serdn necesariamente distintos) y consideramos

I — (T@—zl—Tfy> oR — T%OR;_TVOR.

Llamando b, = 1 — a, tenemos que

T”Z/ (an)neN - 17 T% (bn)nEN = 07 T’Y/(an)neN = 07 T“I/(bn)nEN =1 (32)

Si L = Ty oR para algin ultrafiltro # entonces Ty y (Ty + Ty )/2 deben coincidir sobre
Im(R), y como Ty es multiplicativa se deduce que los siguientes dos nimeros deben coincidir

(TW/ +Ty

> > ((an)neN . (bn)neN) _ Ty (an)neNT"Z/ (bn)neN + Ty (an)neNT’V(bn)neN '

2

Ty +Ty Ty +Ty Ty (an)nenTw (bn)nen + Toy (an)nenTy (bn)nen
? ( n)nEN T (bn)nEN - 4

+ T’f/ (an)nENTW/ (bn)neN + T’V (an)neNT’f/ (bn)neN
1 .

Igualando ambos términos y simplificando

Ty (an)nENT% (bn)neN + Ty (an)nENTV/ (bn)nEN =Ty (an)nENT‘// (bn)neN + Ty (an)neNT?/ (bn)nEN-
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Sustituyendo los valores de (3.2)) se llega a la igualdad 0 = 1.

Sélo resta construir una sucesion (a,),en con las propiedades citadas. Vamos a construir una
sucesion oscilatoria en el intervalo cerrado [0, 1] que se va acercando a 0 y 1 tanto como queramos:
partiendo de a; = 0 y de forma recurrente vamos definiendo a,+; = a, + 1/n hasta que llegue un
momento ng para el que ap < 1 < a,, + 1/ng. En ese momento cambiamos el signo y vamos
decreciendo segtin @, = a, — 1 /n hasta llegar a un punto n; para el que a,, — 1/n; < 0 < ay,.
Entonces volvemos a cambiar de resta a suma. Construimos entonces la sucesién oscilatoria:

a1=0,a=0+1,a3=0+1—1/2,a4=0+1-1/2—1/3
as=0+1—1/2—1/3+1/4,a5=0+1—1/2—1/3+1/4+1/5...

Se considera B el conjunto de los n tales que para construir a,4; cambiamos el signo de menos
amds, y C el andlogo cuando pasamos de mds a menos. O

En la siguiente seccién probaremos que en el caso £ = R los limites de Banach pueden “apro-
ximarse” con combinaciones convexas de limites de Banach construidos usando ultrafiltros.

3.1.3. Limites de Banach en R y ultrafiltros

En lo que sigue trabajaremos con E = R. En este caso se da la coincidencia de que los limites
de Banach son elementos de ¢, al tratarse de funcionales lineales continuos. De hecho, se puede
decir mds en este sentido.

Proposicion 3.1.21. En conjunto B.L de los limites de Banach en R es un conjunto convexo y
W*-compacto de 7.

Demostracion. El hecho de que se trate de un convexo es obvio ya que cualquier combinacién
convexa de funcionales satisfaciendo (1), (2) y (3) de la definicién [3.1.13|también satisface dichas
propiedades. Para ver que se trata de un @*-compacto basta comprobar que es ®*-cerrado, pues es
acotado por definicion (sus elementos estdn contenidos en la bola unidad) y el teorema de Alaoglu
permite afirmar que todo acotado w*-cerrado es @*-compacto.

Supongamos que (f;)q4ep es una red de limites de Banach w*-convergente a un cierto f € %,
Si (x4)nen es sucesion acotada por 1 entonces fy((x,)zen) € [—1,1], por ser || fz]] < 1. Tomando
limite en la red se obtiene que f((x,)nen) € [—1,1], luego || f|| < 1. Si (xn)nen es convergente hacia
x entonces f((xp)nen) = limy fu((x)nen) = limyx = x. Por dltimo, f(S(x)) = limg, f4(S(x)) =
limg f;(x) = f(x) para cada X € /.. ya que cada f; es invariante por desplazamiento. Esto prueba
que f es un limite de Banach. O

El siguiente teorema liga los limites de Banach en R y los limites a través de ultrafiltros en un
resultado a cuya prueba dedicaremos el resto de la seccién. Aunque se trata de un resultado proba-
do por Jerison [47], vamos seguir las notas Meyer Jerison: The set of all generalized limits of
bounded sequences (http://thales.doa.fmph.uniba.sk/sleziak/papers/semtrf.html)
donde se expone la prueba en un lenguaje mds cercano al que hemos estado manejando hasta
ahora.
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Teorema 3.1.22 ([47]]). Sea Q el conjunto de funcionales lineales de la forma

Xkt oo T Xgpn—1
m—
nu ky n

donde & y 9 son ultrafiltros no principales sobre N. §Si 8L denota el conjunto de los limites de
Banach entonces Q C B.L yco(Q) = BL.

Lema 3.1.23. Para cada n € N sea S, : lc — lw el operador definido en cada x = (x;)ren € o
como

Sn(x)

Entonces existen

xS+ (X)) (xk + X1+ ...+xk+n1>
h n keN

M(x) = limlimsup S, (x) y m(x) = limlin}cinfS,, (x).

n k n
Ademds m(x) < L(x) < M(x) para cada limite de Banach L.

Demostracion. Fijemos una sucesion acotada de nimeros reales X = (x,),en. La sucesion a, =
limsupy (xx + ... +Xx+n—1) €s subaditiva, es decir, a,4, < a, + ay, para cualesquiera nimeros natu-
rales m, n. En efecto, dado € > 0 existe k, con sup;~; (Xx + ... +Xx1n—1) < @, + € y andlogamente
ki con supy (xk + oo + Xk1m—1) < am + €. De este modo, si k > k1, := ky, + ky, entonces

X+ oo+ Xpmtn—1 = (xk+ +xk+n—l) + (xk+n+ +xk+1n+n—l) <a,+apn+2€.

Ahora vamos a probar lo que se conoce como lema de Fekete: si (a,)nen es una sucesion
subaditiva de niimeros reales con (‘;—")n N acotada entonces existe 1im,, %
Llamemos & = inf {* : n € N}. Dado £ > 0 fijemos d € N verificando % < a+¢&y K > 0 tal

que K¢ >méx{% :1 <r<d}.Sin>dK entonces n =dg+rparaun 0 < r < d, luego

donde ponemos a, = 0 si r = 0 en las desigualdades anteriores.

Usando este resultado auxiliar se obtiene que M(x) estd definido, y andlogamente se razona
con m(X).

Vamos a ver que si L es un limite de Banach entonces L(x) < M(x) (para m(x) el razonamiento
es andlogo). Usando que L es lineal e invariante por desplazamiento se comprueba que L(S,(x)) =
L(x). Por otro lado L(y) < limsupy para cada y € (. ya que L(y) = L(S"(y)) < supy~,yx para
cada n € N. Por tanto L(x) < L(S,(x)) < limsup, S,(x) para cada n € N, de donde se deduce el
resultado. O

Proposicion 3.1.24. Para cada x € s y cada o € [m(x),M(x)] existe un limite de Banach L con
L(x) = a. En otras palabras, fijado x el conjunto de todos los posibles valores de los limites de
Banach en x es el intervalo [m(x),M(x)].



@ Limites a través de filtros

Demostracion. La manera més sencilla de probarlo es usar el teorema de Hanh-Banach. Para ello
notemos que M (y) es un funcional sublineal M(y, +y,) < M(y,)+M(y,) y positivamente homo-
géneo M(Ay) = AM(y) si A > 0. Ademds M(—y) = —m(y) usando que inf,cp —a = —sup,.4 a.
Por el teorema de Hanh-Banach [32, theorem 2.1, p. 37] existe un funcional f : f.. — R que ex-
tiende a la funcién definida sobre el subespacio span {x} como f(ux) = pa y verifica —M(—y) <
f(y) <M(y) para cada y € (.. Deducimos las siguientes propiedades:

= f es lineal y también continua pues M(y) < ||y|| implica |f(y)| < ||y|| para cada y € lw.
= Siy es convergente hacia & entonces

M(y) = limlimsupS,(y) = h’rrlnli]{nSn(y) = h’rrlna =a.

n k

Anélogamente —M(—y) = a, de modo que f(y) = a.
= Paracaday € /. es M(y — S(y)) = 0 ya que al hacer la media

(Y=SW)+ @) =FW) ..+ "' ¥ ="F) _y=5"®)

n n

Se tiene que esta sucesidn converge a cero, ya que el numerador estd acotado uniformemente
en n. Por tanto f(y — S(y)) = 0, lo que se traduce en que f = foS.

Por tanto, f es el limite de Banach del enunciado. O
Vamos a enunciar ahora los dos resultados fundamentales que necesitaremos para proseguir.

Definicion 3.1.25. Una cuaterna (X, %,11,T) es un sistema de medida invariante si % es una
o-dlgebra sobre X, L : B — [0,0) es una medida sobre By T : X — X es una funcion medible
que satisface

w(T14) = u(A)
para cada A € B.

Una prueba del siguiente teorema, asi como numerosa informacién relacionada, puede encon-
trarse en [30].

Teorema 3.1.26 (Teorema ergddico de Birkhoff). Sea (X, %,u,T) un sistema de medida inva-
riante. Si f € Li(u) entonces

1 n—1 )
z _ ] _ %
tim LY 710 = 1)
j=0
converge casi en todo punto 'y en Ly (W) hacia una funcion T-invariante f* € L1 () con

[ rran= [ ran.

Una medida u definida sobre la o-algebra de Borel Z de un espacio topoldgico X se dice que
es una medida regular de Borel si verifica las siguientes propiedades:
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1. u(K) < oo para cada compacto K C X.
2. Si B € % entonces:

» pu(B)=sup{u(K): K C B compacto}.

» Siu(B) < eoentonces u(B) =inf{u(U):B C U abierto}.
El siguiente teorema estd probado en [23| C.18, p. 389]

Teorema 3.1.27 (Teorema de representacion de Riesz). Sea X un espacio topologico compacto
Hausdorff. Para cada operador lineal continuo positivo T : C(X) — R existe una medida regular
de Borel | sobre X tal que

T()= |
para cada f € C(X).

Sea T : N — N la aplicacién dada por T(n) = n+ 1 para cada n € N. Usando la compac-
tificacién de Stone-Cech el operador T anterior se extiende de manera tinica a una aplicacién
T8 : BN — BN. Notemos que para X = (x;)ren € L se tiene que xo 77 = §/(x), de modo que si
xP : BN — R es la extensi6n de la sucesién x entonces

(P o (T9)) (%) = (xo THP (%) = (S (%))P (%) = 1im 5 (x) (3.3)
para cada ultrafiltro %/, donde en la primera igualdad hemos usado la unicidad de la extension a
la compactificacion BN.

Proposicion 3.1.28. Para cada x € U, existe un ultrafiltro libre ¢ sobre N tal que

limlimS,(x) = M(x) = sup L(x).
n k94 LeEBYL
Demostracion. Fijemos un elemento x € {... Como %% es un conjunto ®*-compacto y la funcién
(x,—) : L% — R dada por (x, f) := f(x) es @*-continua entonces existe Ly € A.Z tal que

M(x) = sup L(x)= (x,Ly) = Lo(x)
LeBYL

donde la primera igualdad es consecuencia de la proposicién Identificamos /. con C(BN)
(isomorfismo isométrico de espacios de Banach) asociando a cada sucesion y = (yn)nen € le la
(tnica) extensién yP : BN — R, que ademds verifica y? (%) = 1im,, 4 y, para cada % € BN por la
proposicién El funcional f : f. — R se puede ver entonces como una funcién F : C(BN) —
R definida como F(g) = f(g|n)-. El teorema de Riesz nos permite afirmar que existe una medidad
de Borel i en BN verificando

Lo(y) = ﬁNyﬁ(%)duz Sy

para cada y € /... Vamos a ver ahora que (BN, %, u,T#) y xP : BN — R satisfacen las hipétesis
del teorema de Birkhoff.
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= Integrabilidad: Tenemos que xP verifica |xP (% )| = |1im,, 4 x,| < lim,, 4 |x,|, de modo que
[ W@)lap< [ timl)di=Lo((xlaen) <
BN BNn%

implica xP € Ly (u).

» Medibilidad: Vamos a ver que T8 es Z-medible viendo que la imagne inversa de un abierto
basico es también un abierto béasico. Notemos que TP (%) € V(A) siy sélosi A € TA(%).
Por el corolario [2.5.3deducimos que la afirmacion anterior es equivalente a que exista B €
% con T[B] C A, o también, que T~'[A] € % . Por tanto (TP)~'[V(A)] = V(T 1[A)).

» Invarianza: Tenemos que comprobar que u((T#)~'[B]) = u(B) para cada B € # ( la o-
dlgebra de Borel en BN). Para la familia de abiertos bésicos de BN, {V(A) : A C N} tenemos
que

o(Xa) / x5 (%) dy = /ﬁthXAdﬂz/ ldu = p(V(A)).
Usando la igualdad (T8)~'[V(A)] = V(T~'[A]) probada en el punto anterior deducimos que
RUTP)T' WV (A)) = w(V(T[A]) = Lo(xr-11a) = Lo(S(xa)) = Lo(2a) = 1(V (A)).

Ahora tendriamos que probarlo para el resto de borelianos, sin embargo el teorema [30,
teorema A.8, p. 405 ] nos dice que en el caso de que estemos en un espacio de probabilidad
(en nuestro caso U(BN) = Lo(1) = 1) y la igualdad sea cierta para una semi-dlgebra que
genere la o-algebra Z (una semi-algebra es una familia de conjuntos que contiene al vacio,
es cerrada para intersecciones finitas y tal que el complementario de uno de sus elementos
es unidn finita de elementos disjuntos de la misma familia) entonces la igualdad es también
cierta para todos los elementos de la o-dlgebra que genera dicha familia. Como la familia de
abiertos basicos {V(A) : A C N} genera Z por definicién de o-dlgebra de Borel, y ademads
es semi-dlgebra por las propiedades que vimos en el capitulo 2, deducimos el resultado.

Observar que p(N) = 0. Es una consecuencia de que u({n}) = Lo(¥{,) = 0 para cadan € N
y la o-aditividad de . Por el teorema de Birkhoff (teorema [3.1.26) deducimos que existe un
conjunto A C BN\ N tal que u(A) = 1 y el siguiente limite existe para cada % € A

X(%) = 11'}?1% g(xﬁ o (TBYI) (%)

Usando la ecuacion (3.3) podemos reescribir

X (%) = liml §7(x) = limlim S,
(#)=tinliy 3.5'0) =ipligs.(e)

(recordar la definicién de S, en el lema|3.1.23).
Podemos extender X para tener una funcion bien definida X : BN — R asignando X(¥¢) =0
para todo ¢4 € BN\ A. Para cada % € Aes

lim$§, <Ii S,
klg/l/l W (X) < 1mksup n(X)
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por la ecuacion (3.1)), de manera que

X(%)= lim}cﬁ;I/lSn(x) < limlimsup S,(x) = M(x) = Lo(x). (3.4)
n k% n k

El teorema ergédico de Birkhoff también implica
/ X(%)du = / P (%) du = Lo(x). (3.5)
BN JBN

Las relaciones (3.4) y (3.5)) permiten concluir que existe ¢ € A tal que

O

Lema 3.1.29. Para cualesquiera pares de ultrafiltros libres % , "V sobre N se tiene que el funcional
f : les — R definido por

f(x) =1lim

) oo Xk X1 e X1
lim S, (x) = lim1lim hs mal
nu k, n% k,’

y W kY n
es un limite de Banach.

Demostracion. Se trata obviamente de una aplicacién lineal tal que |f(x)| < ||x|| para cada
X € /., luego también es continua. Si X es una sucesioén convergente hacia un cierto o enton-
ces M también converge a o tomando limite en k, de manera que f(x) = a. Por
ultimo, se trata de una aplicacién invariante por desplazamiento ya que

(x—=S(x)) + ... + ("1 (x) — §"(x)) _ x —S"(x)

Sn(x—=S8(x)) =

implica ||S, (X — S(X))||e < 2||X||eo/n y al tomar limites a través de los ultrafiltros del enunciado se

deduce que f(x—S(x)) =0. O

Finalmente enunciamos el siguiente resultado técnico que se sigue de los teorema de Hanh-
Banach y que puede encontrarse en [46, teorema 1].

Teorema 3.1.30. Si E es un espacio localmente convexo, C un subconjunto convexo compacto de
E y S CC. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Para cada funcional lineal y continuo f : E — R tenemos que

sup £ (x) = sup f(x).

xes§ xeC
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Ya estamos en condiciones de probar el teorema principal de la seccion.
Demostracion del teorema El lema nos da el contenido Q C ZA.%. Por otro lado,
sabemos que .7 es un conjunto convexo y @*-compacto en £, por la proposicion Por el
teorema [3.1.30|tenemos que es suficiente probar que para cada x € £%,

sup f(x) = sup f(x) = M(x).
fe0 feEBY

Pero esta igualdad es cierta por la proposicion|3.1.28

3.2. Ultraproductos de espacios de Banach

La construccién de los ultraproductos tiene sus inicios en los afios 30 con K. Gédel y T.
Skolem, aunque no fué hasta 1955 con la publicacién de Fundamental Theorem of Ultraproducts
de J. Los, que la construccién de describe de una manera explicita y su importancia en el &mbito
de la légica se hace palpable. Afios més tarde A. Robinson introduce el anélisis no standard, lo
que marca el inicio del uso de ideas de teoria de modelos y ultraproductos en anélisis.

El paso a espacios de Banach estuvo precedido por desarrollo de la teoria local de espacios
de Banach con los trabajos de J. Lindestrauss, A. Pelczynski, H. P. Rosenthal y R. C. James. La
teoria local de espacios de Banach estudia la estructura de los subespacios finito dimensionales
de espacios de Banach, y las propiedades del espacio que se relacionan con dicha estructura. En
general, estas propiedades se caracterizan con ciertas expresiones o desigualdades que involucran
a un ndmero finito de elementos del espacio. Esta idea motivé el uso de ultraproductos de espacios
de Banach, cuya definicién formal fue dada por D. Dacunha-Castelle y J. L. Krivine [24]. El uso de
estas técnicas permitid la resolucién de problemas abiertos en teoria local de espacios de Banach
asf como en teoria de operadores.

3.2.1. Construccion y propiedades
Sea I un conjunto no vacio y (E;);c; una familia de espacios de Banach. Entonces

loo(1,E;) = {x = (x;)ics : x; € E; paracada i € I, sup ||x;|| < oo}
iel

es un espacio de Banach con la norma ||x||. = sup;¢; ||xi]|-
Sea 7 un ultrafiltro sobre I 'y T : {(I,E;) — R la aplicacion definida para cada (x;)ic; €
lo(I,E;) como
T (x;)ier = lim||x;||.
(x)ies = lim ]

Se trata de una aplicacién || - || — | - |[—continua. En efecto,

\T (xi)icr — T (yi)icl| =

li il = [yl )| = Hm |l || = |lyal|| < lmllx; = yil] < |{[(xi)ier — (Vi)ier[]oo-
i ol = )| =i )~ ) < s =l < e — O
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Como consecuencia de la continuidad, el conjunto
Ny ={x=(x)ie1 € lo(l,E;) : lll?n/l||x,|| =0}
es un subconjunto cerrado de lw (1, E;).
La siguiente definicion es debida a Dauvinha-Cabelle y Krivine (1972).

Definicién 3.2.1. El ultraproducto de (E;);c; con respecto a % es el espacio de Banach
(E) o = Lo, Ei) | Ny

equipado de la topologia cociente. Si x = (x;)ic; € {=(I,E;) entonces su clase de equivalencia se
denota (x;)q 0 (X).

Si E; = E para cada i € I entonces el ultraproducto se denota simplemente como (E)g, y se
denomina la ultrapotencia de E con respecto de U .

La norma de los elementos del ultraproducto se puede escribir de la siguiente manera.

Proposicion 3.2.2. Six = (x;)ies € lw(I,E;) entonces

1) || = 1im [l

Demostracion. Pongamos o = limy ||x;||. Sea y = (yi)ier € N, X = (Xi)ier € lw(I,E;). Por la
desiguladad triangular,

il | = Wlwal T < T = yill < il 4 Lyl

para cada i € I. Como consecuencia de estas desigualdades, de la linealidad y de la continuidad
del valor absoluto tenemos que 1im; o ||x; + yi|| = 1im; 4 ||x;|| = o, luego sup,; [|xi +yi|| > « para
caday = (y;)ier € N7 . De este modo, la norma cociente verifica

IGe)ar | = Ix+ Ao || = Tnf suplixi+yif > o

YENy ic
Por otro lado, dado € > 0 la definicién de limite a través de un ultrafiltro nos dice que I = {i €
I:||xi]| < a+ €} es un elemento de 7. Consideremos ahora el elemento y = (yi)icr € Yo (I, E;)

definido como
)0 i€lg,
yl —X; i ¢ Ig.

Para cada 6 > 0 tenemos que Iz es un subconjunto de {i € I : ||y;|| < &}, asi que este dltimo
conjunto también pertenece a % . Por tanto y € .47, y ademas ||x; +y;|| < ot + € para cada i € I.
Concluimos que

inf sup|lx; +yi|| <a+e.
YeNu el
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Todo espacio de Banach se puede inyectar (isométricamente) de manera natural en cualquier
ultrapotencia suya.

Corolario 3.2.3. La aplicacion j: E — (E)q definida como j(x) = (x;)4 donde x; = x para cada
i € I, es un embebimiento lineal isométrico.

Demostracion. Obviamente se trata de una aplicacion lineal. Six € E y x = j(x) entonces
15091 = 11| = il = tim ] = .
O

Proposicion 3.2.4. Sean (E;)ics, (F)ic1 familias de espacios de Banach. Para cada i € I sea T; €
L(E;, F;) un operador de modo que M := sup,; ||T;|| < eo. Entonces la aplicacion (T;)7 : (Ei)2 —
(F))a dada por (T;) 9 ((xi)a ) = (Tixi)a, define un operador lineal y continuo con ||(T;)/ || < M.

Demostracion. Observar que (Tx;)ics pertenece a Lo (I, F;) pues ||Tixi|| < M||X||~. De este modo
tenemos una aplicacién lineal y continua

¢ 1 lu(l,E) — Lu(L,F)

(xi)ier ~ (Tixi)ier

Supongamos que (x;);c; € A7 . Dado € > 0 la definicién de limite a través de un ultrafiltro
nos dice que
Iy = {i el: ||xl|| < E/M} cv.

Sii € Iy entonces || Tix;|| < ||T;]|||xi]| < €, de modo que
LhCliel:||Tx||<etew.

Esto prueba que 1im; 4 || Tix;|| = 0. En otras palabras, ¢ lleva los elementos que se anulan en (E;)
a elementos que se anulan en (F;)y . Usando el teorema del homomorfismo, existe una dnica
aplicacion lineal (7;)9 : (E;)2, — (F;)# que hace conmutativo el diagrama
loo(ILE})) — loo(I, F;)
\ \
(E)a - (F)u

donde los morfismos verticales son las proyecciones canénicas y el morfismo horizontal supe-
rior es ¢. Como

(T (xi)a || = 1(Tixi)a || = Mim || Toxi | < Mim [| T[] = (HmHTiH) (i) Il
LU LU LU
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(notar que existe 1im; 4 ||7;|| pues (||7;||)ic; es una familia acotada de niimeros reales) se deduce
que (T;)4 es continua. Por otro lado, fijado € > 0, para cada i € I podemos encontrar x; € E; tal
que ||xi|| =1y ||Ti|| — € < ||Tixi|| < ||T;||. Tomando entonces limite a través del ultrafiltro % se
deduce que

(17 ) —e < (Tl < iy 51

Por tanto, ||(7;)# || = lim; 4 || T;|.
O

Proposicion 3.2.5. Supongamos que dim(M) < . Entonces para cada conjunto I y cada ultra-
filtro % sobre I se tiene que (M), y M son isométricos.

Demostracion. Si X = (x;)ic1 € l(I,M) entonces {x; : i € I} es un subconjunto relativamente
compacto de M y se puede definir la aplicacién T : {o.(I,M) — M dada por T (x) = lim; 4 X, que
es claramente lineal y sobreyectiva. Ademads su nicleo

Ker(T) = {x € lu(I,M) :1f0211/[1xi =0} ={x€lu(l,M) :1i@1}1\\xi\\ =0} =My

por la continuidad de la norma. El primer teorema de isomorfia garantiza que 7 induce un isomor-

fismo algebraico
T loo(I,M)

KerT
De hecho T'(x) = || lim; 4 x|| = lim; o || x| = || (xi) % || O






Estabilidad en espacios de
Banach

Capitulo

N problema clasico de la teoria de espacios normados que se remonta al libro de Banach
Théorie des operations linéaires es el siguiente: ;Existen copias de ¢” o ¢( en cada espacio
de Banach de dimension infinita?

Dvoretzky [29] probd que para cada espacio de Banach E infinito-dimensional y cualquier n €
N existe un subespacio X, de E isomorfo casi isométricamente al espacio de Hilbert n-dimensional
2. Usando los conceptos de tipo y cotipo (pardmetros asociados a cada espacio de Banach E),
Maurey y Pisier [56] reformularon el teorema anterior determinando otros reales p para los que
también es cierto con £ en lugar de /2.

Sin embargo, para el problema general de si un espacio de Banach E, en cuya definicién no in-
terviene el nimero real p € [1,o0), contiene una copia isomorfa a £” s6lo se conocian algunos casos.
Por ejemplo, Lindestrauss y Tzafiri [54] habfan probado que un espacio de Orlicz de sucesiones
contiene una copia de un £” o ¢y haciendo uso del teorema del punto fijo de Schauder-Tychonoff.

En 1974, Tsirelson [74] construye un ejemplo de un espacio de Banach reflexivo con base
incondicional y sin copias de #7 (1 < p < ) ni de cp. El problema se transforma ahora en carac-
terizar los espacios de Banach que contienen copias de ¢7 y cy.

En 1981 Aldous [2]] prueba que todo subespacio de L!(u) (para un espacio de probabilidad
arbitrario (Q,X, 1)) contiene una copia isomorfa a ¢ para algin p € [1,2], usando complicados
métodos probabilisticos (teoria de medidas aleatorias). Dicho resultado habia sido probado por
Kadec y Pelczynski para subespacios no reflexivos (con p = 1) y conjeturado por Rosenthal para
los reflexivos. Las ideas de Aldous fueron mejoradas por J. L. Krivine y B. Maurey, que en [50]
dan una demostracién mas general y mas sencilla de dicho resultado que se aplica a una amplia
clase de espacios de Banach a los que denominan estables.

Un espacio de Banach es estable si para cada par de sucesiones acotadas (x,),enN, (Vm)men de
E y cada par de ultrafiltros no triviales %, 7 sobre N se tiene que

lim1f = limlf . 4.1
Hm Hm [, + yo| ”}gn{g;\\xnﬂm\l (4.1)

) )

El teorema fundamental presentado por Maurey y Krivine es el siguiente: Sea E un espacio
de Banach estable de dimension infinita, entonces existe un p € [1,+o0) tal que (P es isomorfo
casi isométricamente a un subespacio de E. Los espacios L” (1) (1 < p < ) son estables, y todo
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subespacio de un estable es estable, luego el resultado de Krivine y Maurey extiende el resultado
de Aldous.

No obstante, el concepto de espacio de Banach estable no contempla el espacio cg. De hecho,
y como veremos en este capitulo, si un espacio de Banach contiene una copia isomorfa de cg
entonces dicho espacio no puede ser estable.

D. J. H. Garling e (independientemente) S. Argyros, S. Negrepontis y Th. Zachariades [7]]
introdujeron la clase de los espacios de Banach débilmente estables. Un espacio de Banach E se
dice que es débilmente estable si la ecuacion 4. 1|es cierta para cada par de ultrafiltros %, ¥ sobre
N y cada par de sucesiones (x,)nen, (Vn)nen contenidas en un débil compacto. El principal rasgo
de esta propiedad frente a la introducida por Krivine y Maurey es que cg si es débilmente estable, y
el resultado fundamental afirma: fodo espacio de Banach de dimension infinita débilmente estable
contiene un subespacio isomorfo casi-isométricamente a £P (para algiin 1 < p < +) 0 a cy.
Conviene sefialar que la estabilidad débil no llega a caracterizar la propiedad de contener a ¢
0 ¢g, es decir, existen espacios no débilmente estables con copias de ¢” o ¢y (ver [7]). En este
sentido, destacar el articulo de José Iovino [45] en el que aborda desde un punto de vista “local”
las nociones de estabilidad y la estabilidad débil para caracterizar a los espacios que contienen una
copia de ¢ o £P casi isométricamente.

Este capitulo ha supuesto un reto que surgié a raiz de leer la tesina de licenciatura de Luis
Blanco Roman [66]], en la que estudiaba y recogia la teoria desarrollada por Krivine y Maurey en
torno a los espacios débilmente estables. El problema original y la teoria que se desarrolla (con la
inclusién de ultrafiltros) me resultaron bastante atractivos; asi que, tras leer su tesina con bastante
entusiasmo, decid{ investigar un poco mds sobre el tema para comprobar qué recientes resultados
se habian publicado al respecto. Descubri entonces la existencia del articulo de Argyros, Negre-
pontis y Zachariades sobre estabilidad débil. Siguiendo el ejemplo de Luis Blanco, la propuesta
fue estudiar y analizar este dltimo articulo compardndolo con la teoria original de estabilidad.
Aunque los resultados son en muchos sentidos paralelos a los de Krivine y Maurey, algunas de
las propiedades clave de los espacios estables se pierden cuando trabajamos con estabilidad débil.
Esto obliga a refinar argumentos e incluso a recurrir a resultados avanzados y profundos de teoria
de espacios de Banach para sortear los obstdculos. La intencién en este capitulo es presentar de
una manera detallada la prueba del teorema de existencia de copias casi isométricas de espacios
débilemente estables; poniendo especialmente de manifiesto las dificultades al pasar de espacios
estables a espacios débilmente estables.

En la primera seccidén vamos a recordar algunos resultados sobre sucesiones y bases en espa-
cios de Banach que serdn de utilidad en el capitulo.

La siguiente seccién comienza con la definicion de las dos nociones de estabilidad. Se exponen
algunas equivalencias y ejemplos, probandose el hecho de que c( no es estable.

En la seccidn siguiente estudiaremos el espacio de tipos. Aunque la construccién original es
para espacios métricos arbitrarios, vamos a presentar una adaptacién de la prueba al caso de un
espacio de Banach (E, || - ||) separable, que es el que nos va a interesar. El espacio de tipos T'(E)
es un espacio métrico polaco que contiene a £ como un subconjunto denso y tal que la topologia
inducida coincide con la original de E. La posibilidad de extender la suma de £ a T(E) (0 a un
subconjunto intermedio entre ambos) depende de la estabilidad o estabilidad débil de E, y es lo
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que llamaremos producto de convolucién. Al contrario que en E, la operacién de convolucién no
es conjuntamente continua, sino separadamente continua hecho que marcara muchos de nuestros
razonamientos. También usaremos ultraproductos para construir el llamado spreading model como
una herramienta mas de cara al resultado final. Algunas de las demostraciones son originales como
la proposicién4.4.3] o el corolario [4.3.20]

En la dltima seccién, comenzaremos probando que la existencia de copias casi isométricas de
0P o ¢y viene dada por la existencia de unos tipos especificos en T (E), los llamados ¢”-tipos y
co-tipos. El resto de la seccién se dedica a probar la existencia de tales tipos usando la maquinaria
desarrollada en secciones anteriores.

4.1. Sucesiones y bases en espacio de Banach

Recordamos algunas definiciones sobre bases en un espacio de Banach. Las principales refe-
rencias en esta seccion son [53], [32], [25].

Definicion 4.1.1. Una sucesion {e, : n € N} de elementos en E se dice que es una base de Schauder
de E si para cada x € E existe una tinica sucesion de escalares (a,);_, tal que

m oo
x=1lim Z aye, = Z ae,.
m
n=1 n=1

Como ejemplos mds sencillos, en ¢y 0 en £ con (1 < p < =), la sucesion de vectores candnicos
{en : n € N} constituye una base de Schauder de dichos espacios.
Definicion 4.1.2. Una sucesion {e, : n € N} en un espacio de Banach E se dice que es

1. basica si es una base de Schauder de span{e, : n € N}.

2. base incondicional de E si es base de Schauder de E verificando que para cada x € E su
expansion x =Y, ane, converge incondicionalmente.

3. bdsica incondicional si es base incondicional de span{e, : n € N}.

Resulta de gran utilidad la siguiente caracterizacién de las sucesiones bésicas incondicionales
tomada de [32,, proposicién 6.31, p. 181].
Proposicion 4.1.3. Sea {e, : n € N} una sucesion en E. Son equivalentes:

1. {en : n € N} es una sucesion bdsica incondicional.
2. Existe una constante K tal que para cualesquiera escalares ay,...,an y signos € € {—1,1}
tenemos

m m
Ze,'aiei <K Zaiei
i=1 i=1

3. Existe una constante L de modo que para cualesquiera escalares ay,...,a,, y todo subcon-
junto A de {1,...,m} se tiene

Za,-e,- SL iaiei
i=1

icA
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Diremos que es Ko-incondicional (Ko > 0) si verifica la condicion 2. para K = Ky. Ademds en la
prueba de 2) = 3) se comprueba que se puede tomar L < K.

Definicion 4.1.4. Dos bases {x, : n € N}, {y, : n € N} de espacios de Banach E F se dice que
son equivalentes si existen constantes My,M, > 0 tales que

My || biyi|| < || Y aixi|| <My ||Y biyi (4.2)
i=1 i=1 i=1

para cualesquiera sucesiones de escalares (a;)ien, (b;)ien € oo

Esto también es equivalente a decir que existe un isomorfismo 7 : E — F de espacios de
Banach con T'(e;) = f; para cada i € N. Sefialar que si (x,)neny €s una sucesion bdsica en un
espacio de Banach E e (y,),cn es una sucesion arbitraria en posiblemente otro espacio de Banach
Y de manera que verifican una relacién del tipo entonces (y)neN s sucesion bdsica (ver [32)
definition 6.16, fact 6.17]).

Definicion 4.1.5. Una sucesion bdsica {x, :n € N} de E se dice que es simétrica si para cualquier
permutacion T de N se tiene que {xn(,,) :n € N} es una sucesion bdsica equivalente a la inicial.

Diremos que un espacio de Banach F con base de Schauder {e, : n € N} es isomorfo casi
isométricamente a un subespacio de E si para cada € > 0 existe una sucesion (x,),cn de elementos
de E tal que

1 oo oo oo
Toe Y aixi|| <[ Y ayi|| <(+e)||) ami
LA | =R | PSR | P | i=1

E
para cualquier (;)ien € coo-

Para el caso de los espacios (co, || - [|) Y (£', ]| -||1) se tiene la siguiente propiedad: si un espacio
de Banach E contiene una copia isomorfa de co (resp. ¢') entonces c( (resp. £') es isomorfo
casi isométricamente a un subespacio de E. Para probar esta afirmacién basta hacer uso de un
resultado de James (1964) sobre la no existencia de normas distorsionadas en c¢q (de hecho, James
lo prueba para ¢! de manera muy similar). Esto signfica que si ||| - ||| es una norma en ¢ (resp.
") equivalente a la ordinaria entonces (co, ||| - |||) (resp. (¢',]||-]||)) contiene algiin subespacio
cerrado “casi isométrico” a cg (resp. ¢ .

Para ello se usa una idea basada en la construccién de bloques.

Definicion 4.1.6. Una sucesion de bloques (y,)nen de una sucesion bdsica (x,)nen es una suce-

., nj—1 .. . .
sion de vectores no nulos de la formay; =Y,’ . brxi para alguna sucesion creciente de niimeros
=n;_
naturales ng < n; <np < ...

Toda sucesion de bloques de una sucesidn bdsica es también sucesion bdsica (es una conse-
cuencia inmediata de la caracterizacion de sucesiones bésicas dada en [32, proposition 6.13, p.
169]).

Denotaremos por {e, : n € N} al conjunto de vectores canénicos de co y ¢'. El siguiente
resultado puede encontrarse en [53, Proposition 2.e.3, p. 97].
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Lema 4.1.7 (James). Sea E un espacio de Banach isomorfo a ¢y y (X,)nen una sucesion bdsica
de E equivalente a la base candnica de co. Para cada € > 0 existe una sucesion de bloques
normalizados de (yn)nen de (X,)nen que es (1 + €)-equivalente a {e, : n € N} C cy.

El mismo resultado se verifica para (",

Demostracion. Por hipétesis existen My, M, > 0 tales que

a;x; < M2 sup ]ai\
1 ieN

M, sup|a;| <

ieN i=
para cada sucesion de escalares (a;);en € coo. Podemos suponer que M; = 1 sustituyendo el iso-
morfismo T por T /M. Denotamos M, simplemente por M.

Definimos la sucesion

m
o, = inf nlgfgn\aﬂ 2 (ai)ien € coo, ;laixi =1
Observemos que o, < 1 < Ma, para cadan € N, o dicho de otro modo, (o), C [1/M,1]. Ademds
(04 )nen es no decreciente pues sim >n+ 1y (a;)ien € cop verifica

| XiL,. 1 aixi|]| = 1 entonces definiendo (b;);cy como b, =0y b; = a; si i # n, tenemos que

m m
Zb,-xi = Z a;x; :1,
i=n

i=n+1

y por definicion 0, < max, <<, |bi| = méx, 1 1<ij<m |ai|. Como (a;);en € coo es arbitrario (para tales

propiedades) obtenemos @, < @,+. La sucesién o, converge por tanto hacia o € [1/M, 1].
Fijado 1/2 > € > 0 arbitrario, existe n tal que o, > o(1 — €)'/? para cada n > ng. De manera

recursiva, a partir de @, _, construimos una sucesion de bloques normalizados y; del siguiente

modo: por definicién de o, , existe ny > ng_; y una sucesion (bf‘ )ieN € coo tal que

nk—l a OC
kol — 5 k M1
Z bix’ 1 Y nk—lléli%)jlk—l |bl | < (1 - 8)1/2 B (1 - 8)1/2 ‘

i=ng_j

. np—1 k

Definimos y, = },;X, " bj x; para cada k € N.
Sea (ay)ren un elemento de cop con

=] nkfl

Yan|=|YX ¥ (@bh)x| =1
k=1

k=1 i:I’lk,l

Por la definicion de o,, y las propiedades de los b’; deducimos que

; A 5 o
maxy ; |ay - b maxy |ag | -~ 2 1
< lax-bj| < 007 < mix |ag]——. 4.3)
Ol Ol keN 1—¢
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En general, procediendo por homogeneidad

- 1
SRR gy
k;akyk S1"¢ (I/?Eaéi\ako

para cada sucesién de escalares (ax)xen con soporte finito. Por otro lado, si (ax)ken € coo Y |ax,| =
maxgcn |ax| entonces, usando la desigualdad anterior deducimos

ay,
Z aiyel|| = HZakOkaH — H Z i Yk _zakoykoH > 2|ak0’ B 1’_0;‘_.: -
k=1 k=1

1 1—-2¢ . ,
— (212 ) ol = () sl > (1 26) s

En resumen, dada una sucesion (a;);en de escalares con soporte finito tenemos que

oo oo

ind 1
1 —2¢) méx|a;| < vill < —— [ max|ai| ) .
( )mlax|a,| < ;ayl <1 % <mlax|a |>

Tenemos que ver ahora el caso de ¢'. Dado que el razonamiento es anilogo omitiremos los
detalles. Suponemos igual que antes que existe M > 0 tal que

Z|di\ < Zaixi SMZ\CM
i=1 i=1 i=1

para cada sucesion de escalares (a;);en € co. Definimos ahora

m m

Op = sup Z |ai| : (ai)ien € coo, Zaixi =1,.
m>n |\ j=p i=n

Se tiene entonces que (,)nen C [1/M, 1] verifica 04,41 < o, para cada n € N, luego existe o =

lim, o,. Dado € > 0 existe ng € N tal que o,, < (1 + 8)1/ 2. Por definicién de 0y, existe n; € N

y una sucesion (b} )ien € coo tal que

n—1

o, o 1
|b‘1|> . > y bixi|| =1.
Z ! (1+e)1/2 = (1+¢)1/2 i:zn'o i

-1 . .z
Llamemos y; = Y o b}xl-. De manera recursiva se construye una sucesion de bloques norma-

lizados (yx)ken donde cada yi se construye a partir de o, _, del siguiente modo:

nkfl nkfl

k k (Xnk—] o
=Y, bixi, wll=1, ) Ibf|> (1+&)2= (1)

i:nk,l ilek,l
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De esta manera para cada sucesion de escalares (a;);en € cop (con soporte finito) que satisfaga
| Lienaiyil| = 1 se verifica

Fien (lai yert 1611
>

Z a;y; Z aib;xj

ieN ijeN Oy
> |al’ - | 1’
,& 1+¢) 1/20c HeéI

Por tanto

1—|—82‘ @il <

ieN

Z a;yi

ieN

< Z‘Cll|

ieN

4.2. Espacios de Banach estables y débilmente estables

A lo largo de esta seccion (E, || - ||) denotard un espacio de Banach.

Definicién 4.2.1. El espacio de Banach E se denomina débilmente estable (resp. estable) si
para cualquier pareja de familias (x;)icr, (yj)jes contenidas en un conjunto débil compacto (resp.
acotado) de E y para cada par de ultrafiltros no principales %,V sobre I y J respectivamente, se
tiene que

limIim || x; /|| = limlim || x; il

i -+, = Limim [+ |

Si E es un espacio estable entonces es débilmente estable. Esto es consecuencia del hecho de
que todo subconjunto débil compacto de un Banach es acotado, lo que a su vez es un corolario del
teorema de Banach-Steinhaus (ver [32] teorema 3.15, p. 69]).

Resulta complicado trabajar con familias arbitrarias, por lo que nuestros primeros resultados

van encaminados a mostrar que en la definicién anterior podemos sustituir los conjuntos / y J por
N.

Lema 4.2.2. Sean (x;)icr, (yj) jes C E sucesiones acotadas'y %,V ultrafiltros no triviales sobre I
v J respectivamente. Supongamos que R, R, son niimeros reales tales que

ll_}’g;IJ{r;lHXi +Yjll <Ri <Ry < 1};:;;111_§0r/51\\xi +yill-
Entonces existen (ix)keny C 1y (Ji)ren C J verificando
lxi, +yill <Risik <t |xi, + vl > Ro sik>t. (4.4)
Demostracion. Usando la definicion de limite a través de un ultrafiltro,

lo:{ieI:11$||xi+yj|| <Ri}eWU; Vielh(J:={je:||x+yl<Ri}e?)
]‘,
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h:{jekugwﬁwm>Rﬁeve Vied (F={e€l:|xi+yj|>R}eX).
1,%

Vamos a construir de manera inductiva las sucesiones (in)nen Y (Ju)nen del enunciado. En el
primer paso tomamos i1 € Iy, ji € JoNJ"'. Notar que cumplen ||x;, +y;, || < Ri. Supongamos que
hemos construido iy, ...,i, y ji,..., j» de modo que:

1. Los elementos (ix);_, (resp. (j;)/_,) son distintos dos a dos.

2. ik €N NN (k=1,...n)y j; €JoNJ ' N...0J" (t =1,....n).

Entonces definimos iy, 1, j,+1 del siguiente modo:
iy enin # inp1 € oNFT OO

Jlseesgn 7 Jni1 € JoNJ AL OO Jiner

Obviamente (ix){*{ y (ji)"*] verifican las condiciones 1y 2. Para las sucesiones (ix)ken y (Ji)ren
asi obtenidas, si k <t entonces j; € J*, de modo que ||x;, +y;| < R;. Por otro lado, si k > ¢
entonces i € I, luego ||x; +y;,|| > Ra. O

A continuacién se exponen varias equivalencias a la nocién de espacio de Banach débilmente
estable. La observacion mds remarcable al respecto es el hecho de que para dar la definicién de
débilmente estable, se pueden sustituir las familias arbitrarias por sucesiones; incluso la condicién
de estabilidad débil se puede sustituir por otra en la que no interviene la nocién de ultrafiltro.
Aunque esta ultima equivalencia resulta ttil para verificar que determinados espacios de Banach
son o no débilmente estables, la versién con ultrafiltros es mucho mds cémoda para desarrollar la
teoria que desemboca en el resultado de Krivine y Maurey.

Proposicion 4.2.3. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) E es débilmente estable.
(ii) Para cada par de sucesiones (xp)neN, (Ym)men contenidas en un débil compacto y cualquier
par de ultrafiltros no principales %,V sobre N se tiene

mli I , 4.5
g el = gl -

(iii) Para cualquier par de sucesiones (X, )neN, (Ym)men contenidas en un débil compacto de E
existen dos ultrafiltros no principales %,V sobre N tales que

lim i = limIi .
nlr/nnirrry}||xn+ym|| niﬂy}nlg}‘|xn+)’m||

(iv) Para cualquier par de sucesiones (xn)neN, Vm)meN contenidas en un débil compacto de E
se verifica

Sp [|xy + ym || = nf {12, + yul|-
n>m

n<m

La proposicion también es cierta cuando (i) se sustituye por “E es estable” y en (ii), (iii) y
(iv) se cambia la condicion “contenidas en un débil compacto” por “acotadas’.
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Demostracion. Las implicaciones (i) = (ii) = (iii) son claras.
(iii) = (iv): Fijadas dos sucesiones (x,)nen, (Ym)men como en el enunciado, existen ultrafiltros
%,V sobre N tales que se satisface la ecuacién (.3). Para cada ng € N tenemos
m [, + Y| < sup |15, + ym|l < sup {1, + ||
m,// no<m n<m
Por tanto,
lim Ilim ||x,, + < sup ||x, + .
nZmy % + Y| < sup [[x + Y|

n<m
Andlogamente se prueba que
lim lim ||x,, + v || > Inf ||x, + Y |-
Y nU n>m
(iv) = (i): Supongamos que no se verifica (i), entonces podemos encontrar un par de familias
(xi)ier, (¥}) jes contenidas en un subconjunto débil compacto de E y ultrafiltros no triviales %, 7
sobre 1, J respectivamente tales que

gl il <iplplo

Fijando dos reales R < R, como en el enunciado del lema[d.2.2]y aplicando este mismo resulta-
do obtenemos dos sucesiones (x;, )xeN, (Vj,)ien (obviamente contenidas en el mismo subconjunto
débil compacto de E) que verifican

sup [|x;, +y;, || <Ry y inf ||x;, +y;, || > Ro.
k<t k>t

Con ésto concluye la prueba. O

Veamos algunos ejemplos de espacios estables.

= Todo espacio de Banach de dimension finita es estable.
Sean (x,)nen, (Vn)nen sucesiones acotadas en E 'y %/, ultrafiltros no triviales sobre N.
Puesto que todo conjunto acotado de E es relativamente compacto, existen x = lim,, ¢ x,,y =
lim,, 4 y,,. Por tanto,

lim Ii — — lim{ .
nl,rqgng;lllxwrymll X+l nggn{g;\\xnﬂmll

» Todo espacio de Hilbert H es estable.
Como consecuencia de la compacidad débil de la bola unidad de H, existen x,y € H tales
que
o-limx, = o-limy,, = y.
n,%xn vy m,’Vym Y

Usando la identidad ||a + b||* = ||a||* + ||b||* + 2{(a, b) tenemos que
lim i 2=2 I 24l 2
{0 0 s+ |7 = 20, ) -+ M gy |7+ i [y

limIf 2=2 I P4l 2.

fn 00 [+ yin[* = 20, ) -+ [ |+ i [y

m,¥ n
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La siguiente proposicién nos permite limitar nuestro estudio de estabilidad al caso de espacios
separables.

Proposicion 4.2.4. Un espacio de Banach E es estable si y sélo si cada subespacio cerrado
separable de E es estable.

Demostracion. Evidentemente si un espacio es estable entonces cualquier subespacio suyo lo es.
Si E no fuese estable existirian dos sucesiones (xy),eN, (Vm)men acotadas en E y dos ultrafiltros
no triviales %/, 7 en N tales que

lfm i ml |
i 16 ||, -y | 7 Hm Him |5, + yin

Ahora bien, la clausura del subespacio lineal F = span{x,,y, : n,m € N} generado por ambas
sucesiones es un subespacio separable de E que no es estable. 0

Como se ha comentado en la introduccién, el concepto de espacio estable fue introducido
por Krivine y Maurey en 1981 como una condicién suficiente para garantizar que un espacio de
Banach tuviera una copia de ¢? para algtin p € [1,0). Sin embargo, esta respuesta no contemplaba
en su totalidad la pregunta original que incluye la posibilidad de que el espacio contenga una copia
de co, hasta el extremo de que si un espacio de Banach posee una copia de ¢y (subespacio isomorfo
a cp) entonces no es estable. Vamos a probar esta tltima afirmacion.

Proposicion 4.2.5. Si E es un espacio de Banach que contiene una copia isomorfa a (co, || - ||«)
entonces E no es estable.

Demostracion. Hemos visto que us espacio era estable si y solo si sus subespacios separables lo
son, luego podemos suponer que E es isomorfo a ¢y y ver que no es estable. Fijemos € > 0O tal que
(1+€) <2/(1+¢). Usando el lema[4.1.7] existe una sucesion (yi)ken que es (14 €)-equivalente
a la base canénica de co, (ex)ken. Llamando x, = ):2:1 v deducimos que si t < k entonces

1
— < <(1+¢),
<l +nl < (1+e)
y sit > k entonces

1
2— <lx+xnl <2(1+e).

l1+e
Usando al version de la proposicién #.2.3] para Banach estables, tenemos que la eleccién de €
contradice (iv) de dicha proposicién. Con ésto concluye la prueba. O

No probaremos aqui que el espacio cg es débilmente estable. Referimos al lector interesado a
[7]]. )

La estabilidad no es hereditaria por paso a cocientes. Esto se puede probar viendo que cada
espacio £ es estable (ver [66]) y usando que todo espacio de Banach separable (como ¢y con la
norma del supremo) es isométricamente isomorfo a un cociente de ¢ I (ver [T}, corolario 2.3.2]).
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Por otro lado cabe destacar que la estabilidad depende esencialmente de la norma. De he-
cho, pequefias perturbaciones en la norma de un espacio estable pueden provocar la pérdida de la
estabilidad: Consideremos en ¢” la funcién

[l = el + & mx { (55, _)' 77,k <.
Se puede probar (ver [66]) que se trata de una norma en ¢7 verificando
Il < el < (1 + &)l
Las sucesiones x,, = e2,,,ym = ea,—1 satisfacen que
[t + ymll| = 217 + €217 sin < m

’”xn +ymH’ = 21/p +éesin> m,

luego limy, 1im,, |||x, + yp ||| > limy, limy, ||| x, + Y| |-

En la siguiente seccién comenzaremos a desarrollar la teoria sobre espacios débilmente es-
tables. Como hemos comentado en la introduccién, D. J. H. Garling e (independientemente) S.
Argyros, S. Negrepontis y Th. Zachariades introdujeron la clase de los espacios de Banach dé-
bilmente estables extendiendo los resultados de Krivine y Maurey a un marco mds general que si
incluia a cg. Aunque existe un cierto paralelismo entre los resultados obtenidos para espacios esta-
bles y para los espacios débilmente estables, esta dltima condicidn conlleva graves complicaciones
cuando uno intenta reproducir el mismo tipo de resultados que desarrollaron Krivine y Maurey pa-
ra el caso estable. Ello obliga a usar herramientas y resultados avanzados de teoria de espacios
de Banach, muchos de los cuales se deben a Rosenthal, quien desarroll$ ideas y conceptos que
apareceran en las préximas secciones aunque con fines distintos a los que nosotros perseguimos.

4.3. El espacio de tipos

Fijemos un espacio de Banach (E, || -||) separable. Nuestro primer objetivo es probar el si-
guiente teorema:

Teorema 4.3.1. Existe un espacio métrico completo (T (E),p) localmente compacto y un homeo-
morfismo t de E en un subespacio denso de (T (E),p). Ademds un subconjunto A de E es acotado
si 'y solo si t[A] es relativamente compacto.

Un espacio T'(E) como en el teorema anterior es hemicompacto, esto es, admite una sucesion
de subconjuntos compactos (Kj),en tales que cualquier otro subconjunto compacto K de T'(E)
estd contenido en uno de los conjuntos de la sucesién.

Fijado un elemento xo de E, la familia E, = {x € E : ||x —x¢|| < n} (n € N) es una sucesién
fundamental de conjuntos acotados, es decir, A C E es acotado si y solo si existe n € N tal que
A C E,. Vamos a mostrar que {¢[E,] : n € N} es una sucesion de compactos con la propiedad
descrita antes: supongamos por reduccién al absurdo que K C T'(E) es un subconjunto compacto
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con K ¢ t[E,] para cada n € N. Entonces existird p, € K \ t[E,], y por densidad podemos encontrar
t(xn) € T(E) \t[E,] tal que p(pn,t(xn)) < 1/n.La sucesion (py)nen asi construida estd contenida
en el compacto K, y podemos suponer que converge hacia p € K (tomando subsucesién), de modo
que también 7(x,) converge hacia p. De este modo, {¢(x,) : n € N} es un conjunto relativamente
compacto de (T(E),p), y por tanto, {x, : n € N} es acotado. Deducimos que existe ng tal que E,,
contiene a esta sucesion lo que es absurdo.

Obviamente todo espacio hemicompacto es G-compacto, i.e., es unién numerable de subcon-
juntos compactos. Como consecuencia (T'(E), p) es separable por ser unién numerable de compac-
tos métricos (separables). Como en espacios métricos la propiedad de ser separable es hereditaria,
t|E], y por tanto, (E, || - ||) debe ser separable (lo que explica el por qué hemos comenzado esta
seccién suponiendo esta hipdtesis).

Observacion 4.3.2. Si bien nuestro objetivo es introducir el espacio de Banach E es un espacio
métrico con ciertas propiedades, el reciproco es un problema que se aborda

Un espacio polaco es un espacio topoldgico separable y metrizable con una métrica completa.
La topologia producto (RE, 7,) la denominaremos también topologfa de la convergencia puntual
por razones obvias.

Lema 4.3.3. El espacio M\(E) :={f :E — R :|f(x) — f(y)| < [[x—yl|, paracadax,y € E}
dotado de la topologia de la convergencia puntual es polaco, localmente compacto y G-compacto

Demostracion. Sea D = {d, : n € N} un subconjunto contable denso de E. Definimos la aplicacién
¢ : (M(E), 1) = (Mi(D),1,) que lleva cada funcién f € A;(E) a su restriccion sobre D, f|p.
Obviamente se trata de una aplicacién continua.

Notemos ¢ es una aplicacion inversible: como las funciones f : D — R son Lipschitzianas, si
(xn)nen es sucesion de Cauchy en D entonces (f(x,))nen también lo serd en R. De este modo, para
extender f a una aplicacién f : E — R definimos f(x) como el lim,, f(x,) para cualquier sucesién
(xn)nen en D que converja a x. No depende de la sucesion que elijamos pues si (y,)qen s otra
sucesién que también converge hacia x entonces la sucesion intercalada xi,y,x2,ys,... serd de
Cauchy; luego f(x1), f(v1),f(x2), f(¥2),... también serd de Cauchy como comentdbamos antes, y
se deduce que lim,, f(x,) = lim, f(y,). Para ver que la extension pertenece efectivamente a A; (E),
basta notar que la desigualdad |f(x) — f(y)| < ||x —y| se cumple para cada x,y € D y usar la
definicién de f. Observar también que la funcién f que extiende a f es tinica por la proposicién
La asignacién f — £ nos da la aplicacién inversa de ¢.

Ademis ¢! es continua, ya que si W = {h € A;(E) : |h(x;) — §(x;)| < € parai = 1,...,m} es
un entorno de g € A, (E) y tomamos #; € D con ||x; — ;|| < €/3, entonces

0 '{f e D) |f(t) —g(t)| <e/3parai=1,..m}] CW

pues

|F(xi) = &) | < [FCei) = F(e)| + 17 (6) — &) +18(01) — §(xi)| < 20w —sill + | (1) — g ()] <&
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Por tanto, ¢ es un homeomorfismo y los espacios (Ai(E),7,) y (A1(D),7,) son topoldgica-
mente identificables.

Ahora bien, sabemos que (RP ,Tp) €s un espacio metrizable pues D es numerable, luego
(AMi(E),Tp) es también metrizable a través del homeomorfismo ¢. Ademds se tienen las siguientes
observaciones:

= A (E) es completo: Primero veamos que A;(D) es cerrado en R”. En efecto, si g € A;(D)
entonces existe una sucesion (g, ),ep de elementos de A; (D) convergiendo hacia g puntual-
mente. Por tanto, si x,y € D entonces |g(x) — g(y)| = lim, |gn(x) —gn(y)| < ||x —y]. Asi
pues, A1 (D) es completo y por el homeomorfismo ¢ (convertido en isometria al inducir la
métrica de A; (D) en A;(E)) deducimos que (A, (E), ,) también es completo.

» A (E) es localmente compacto: Sea f € A;(E) y consideremos un entorno de f de la forma

W={geM(E):|g(x)— f(x)| < €} para cierto x € E.
Entonces W es relativamente compacto puesto que para caday € E

18() = SO < 2llx =yl +1g(x) = f(x)] < 2[lx = yl[ + & =: b,

lo que implica

W C H f(¥) =6y, f(y) + 6]

yeX
donde el miembro de la derecha es compacto por el teorema de Tychonoff.
» A (E) es o-compacto: fijado xo € X, el conjunto A, = {f € L (E) : |f(x0)| < n} es un
conjunto relativamente compacto (por el punto anterior) y trivialmente cerrado. Es claro
que la union de todos estos conjuntos es A;(E).

O]

Lema 4.3.4. La aplicaciont : E — A (E) que asigna a cada a € X la funcion t(a) =1t,: E — R
dada por t,(x) = ||x+al|, es un homeomorfismo en la imagen.

Demostracion. En primer lugar, la aplicacion ¢ estd bien definida pues la desigualdad triangular
garantiza que #, es un elemento de A, (E).

Es inyectiva, ya que si 7, = 1, entonces #,(—a) = t,(—a) = 0 implica a = b; y continua, pues
|t.(z) —t,(z)| < ||@a — b]| por la desigualdad triangular. Veamos ahora que la inversa ¢! sobre
la imagen también es continua. Como ambos espacios E y A;(E) son métricos, podemos usar
la caracterizacion de continuidad por sucesiones. Sea {t(a,) : n € N} una sucesién en ¢[E] que
converge puntualmente hacia #,. Dado € > 0 existe np € N tal que n > ng implica ||a, —a|| =
|ta,(—a) —t,(—a)| < e. O

Ya estamos en condiciones de probar el teorema4.3.1
Demostracion del teorema Para la aplicacién ¢ del lema anterior consideremos 7'(E) :=
t[E] € M1 (E) con la métrica inducida p de A;(E). Notar que T (E) es subespacio topolégico ce-
rrado de A, (E), de modo que sigue siendo localmente compacto y polaco. Queda probar la dltima
afirmacion.
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Supongamos que A es un subconjunto acotado de X. Fijemos xo € E 'y r > 0 tales que A C
B(xo,r). Six € E'y a € A tendremos que |t,(x) — £y, (x)| < ||a —xo]|| < r. Por tanto

t[A} - H[IXO(X)—F,IXO(X)—I-I‘]

xeE

y el teorema de Tychonoff nos garantiza que 7[A] es compacto. Reciprocamente, si #[A] es relati-
vamente compacto en 7'(E) entonces f[A] est contenido en un conjunto de la forma {f € T'(E) :
f(0) < m} para cierto m € N. De este modo ||a|| =1,(0) < m para cada a € A, lo que muestra que
A es acotado.

Definicién 4.3.5. El espacio (T (E),p) obtenido en el teorema[4.3.1]se denomina espacio de tipos
asociado a (E, || -||) . Los elementos de T (E) se denominan tipos sobre E . Para cada a € E el
elemento o, =t, se denomina tipo realizado por a .

A menudo identificaremos E C T(E) asociando a cada elemento a € E el correspondiente tipo
realizado por a.

Vamos a dar una descripcion de estos tipos en términos de ultrafiltros.

Dado un tipo s € T(E) = t[E] existe una sucesion (t,,),eny C ¢[E] que converge (en la métrica
P, o equivalentemente, en la topologia puntual) hacia s. En otras palabras, s(x) = lim,, ||x + x,||
para cada x € E. En tales condiciones decimos que (x,),cn €s una sucesion aproximante de s.
Como {1, : n € N} es relativamente compacto, la sucesion (x,),en estd acotada (teorema .

Por otro lado, partiendo de una sucesién acotada (x,),cny no podemos garantizar que sea la
sucesion aproximante de algin tipo, pues el limite lim, ||x +x,|| = lim,?,, (x) podria no existir
para algin x; es decir, la sucesion #,, no tiene por qué converger en 7. No obstante, sabemos que
{ty, : n € N} es relativamente compacto, de modo que fijado un ultrafiltro libre % sobre N, el
limite de la sucesion a través del ultrafiltro ¢ = lim,, 4 t,, € t[E] = T es un tipo sobre E. Dicho
tipo verifica o(x) = lim,, 4 ||x, + x|| para cada x € X.

Observar que todo tipo o se puede escribir de esta forma: basta considerar una sucesién apro-
ximante (x,),en para 6 (que hemos probado que existen) y cualquier ultrafiltro libre %/ sobre N,
pues o (x) = lim,, ||x, +x|| = 1im,, % [|x, +x||.

Teorema 4.3.6. Una aplicacion s : X — [0,+o0) es un tipo si 'y sélo si existe una sucesion acotada
(Xn)nen y un ultrafiltro % libre sobre N tal que

VxeX s(x)= ’111:%1|]xn+x\| (ies= Eg/ltxn = }lljl‘qu/lxn)

En ese caso, existe una subsucesion (x,, ), que es aproximante para G.

Demostracion. La primera parte ha sido probada en la discusidon que precede al enunciado. Para
ver la ultima afirmacién, observemos que como s pertenece a la adherencia de {#,, :n € N} y T
es un espacio metrizable, existe una subsucesion (txnk)keN convergente hacia s. Deducimos que
(Xn, )keN s sucesion aproximante para s. O
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Definicion 4.3.7. Diremos que T € T(E) es un tipo débil sobre E si existe una sucesion (x,)nen
contenida en un débil compacto y un ultrafiltro libre sobre N tales que

7(x) = lim ||x, +x|| para cada x € E.
nuwU

El conjunto de tipos débiles se denota por Ty (E).

Siempre se verifica E C T, (E) C T (E).

Observar que si 7 es un tipo sobre E entonces T € T,(E) si, y sélo si, existe una sucesion
(xn)nen que converge débilmente hacia un cierto y € E y tal que 7(x) = lim,, ||x, + x|| para todo
x € E. Obviamente, la dltima condicién implica la primera pues {x, : n € N} U{y} es @-compacto.
Para el reciproco basta extraer una subsucesion aproximante para 7 y de ella extraer otra subsuce-
sién que converja débilmente, lo que es posible ya que la primera est4 contenida en un @-compacto
(que es sucesionalmente @-compacto por el teorema de Eberlein-Smulian, ver [32, teorema 3.59,
p. 85]). Por tanto,

Tw(E)={t€T(E): existe (x,)nen C E ®-convergente tal que
7(x) = lim ||x,, +x|| para cadax € E}
n

Nos resultard de gran interés el siguiente subconjunto de Ty, (E).

Definicion 4.3.8. Un tipo © € T(E) se dice que es un tipo débilmente nulo si existe una sucesion
(xn)nen que converge débilmente hacia 0 y verifica verifica T(x) = lim,, ||x, + x|| para cada x € E.

El conjunto de tales tipos se denota por Ty, (E), es decir,

Ton(E) ={t € T(E): existe (x,),eny C E tal que @-limx, =0y
n

7(x) = lim ||x, 4 x|| para cada x € E'}.
n

4.3.1. Operaciones sobre los tipos

Hemos identificado E con un subconjunto de 7,,(E) C T(E) asociando a cada elemento a € E
el tipo 0,. En este sentido, vamos a discutir cudndo podemos extender las operaciones suma y
producto por escalares de E al resto de tipos.

Definicion 4.3.9. Dado un tipo o sobre E y un escalar A € R definimos la aplicacion Ao del
siguiente modo:

» SiA =0, entonces AG es el tipo trivial o cero, esto es, el tipo oy definido por oy(x) = ||x|
para cada x € X).
» Si A # 0 entonces (Ao )(x) := |A|o(x/A) para cada x € X.
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Observemos que si 6 = 1im,, 4 a, entonces

(;m)(x):mm(%) |MhmH)L+an

= lim |-+ A, | = 1 02, (1)

Por tanto, A6 =1im,, s Aa, lo que garantiza que Ac € T'(E). Ademds el razonamiento anterior
muestra que A6, = 0,4, con lo que esta operacion efectivamente extiende a la operacién producto
por escalares de E. Por otro lado, si a, es débil convergente hacia o € E entonces Aa, converge
débilmente hacia A . En particular, si 6 € T,(E) (resp. Tp,(E)) entonces Ao € T, (E) (resp.
Ton(E)).

Cuando tratamos de extender la suma necesitamos condiciones adicionales:

= Si E es un espacio débilmente estable entonces la operacidon suma se puede extender al
espacio de tipos débiles T, (E) mediante el producto de convolucién.

= Si ademds E es estable entonces podemos extender el producto de convolucién a todo el
espacio de tipos T (E).

Damos la definicién del producto de convolucién de tipos.

Definicion 4.3.10. Sea E un espacio de Banach débilmente estable (resp. estable); 6,7 € T,(E)
(resp. T (E)) dados por 6 = 1im,, 4 a, y T = lim,, y by, donde (an)nen, (bm)men son sucesiones en
E contenidas en un conjunto débil compacto (resp. acotado) y %,V son ultrafiltros libres sobre
N. Denominamos producto de convolucién de ¢ y T a la aplicacion 6 T : E — [0,+o0) dada por

6% 7)(x) = limI{ b =1limt .
(0%7)(x) n{g}ﬂgg!\aﬁ m+ x| lim (an +x)

Comprobamos primero que la aplicacion estd bien definida en el caso E débilmente estable,
es decir, que no depende de las sucesiones ni de los ultrafiltros libres que hayamos fijado. Supon-
gamos que ((a))nen, Z') y ((b))nen, ¥") son sucesiones en E (cada una contenida en un débil
compacto) y ultrafiltros que también determinan o y 7 respectivamente. Entonces

’ ’ s s ’ /
ng/l};n} |an + by +x|| = 111}1 T(an+x) = 111}1 hml ||\an + b, + x||
=1i fm, hm llan + b, + x|| (estabilidad débil)
m n
/ s s /
’}151/1 o (b, +x)= 11{n/ hml ||a), + b, + x||
= lim 1i ||a +b,, +x|| (estabilidad débil)
n' m
La prueba del caso E estable es enteramente anidloga, cambiando simplemente sucesiones
contenidas en un débil compacto por sucesiones acotadas en el razonamiento anterior, y usando
estabilidad donde usdbamos estabilidad débil.
Una observacion que usaremos a menudo, es que si (a,),en s una sucesion débilmente con-
vergente en E que verifica o(x) = lim,a, y T = lim,, y b,, entonces el producto de convolucién

(o *7)(x) = limlim ||a, + by, + x||
nU m,V
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no depende del ultrafiltro libre %7 que hayamos elegido, pues siempre serd ¢ = lim, 4 a, para
cualquier ultrafiltro libre % sobre N. De este modo

(o 7)(x) = imlim ||a, + by, + x|
n mY

Si ademas 7(x) = lim, ||b,, +x|| para cada x € E (i.e. T = lim,, b,,) entonces de la desigualdad
anterior se deduce que

(0% 7)(x) =lim7(a, +x) = limlim||a, + b, +x||.
n n m

Ademads de estar o * T bien definida, también es claro que la estabilidad débil implica que dicha
operacion es conmutativa, o * T = T * 0 para todo par de tipos débiles. Notemos que si a,b € E
entonces Oy * O, = O,4p, con lo cual el producto de convolucién extiende la operacién suma. Para
comprobar que efectivamente se trata de una operacién tenemos que ver que la convolucién de dos
tipos débiles es un tipo débil (caso débilmente estable).

Proposicion 4.3.11. 1. Si E es débilmente estable entonces el producto de convolucion
Tw(E) X Ty(E) — To(E) es una operacion bien definida. Ademds Tyn(E) es cerrado para
la convolucion.

2. Siademds E es estable entonces el producto de convolucion es una operacion bien definida
T(E)XT(E)—T(E).

Demostracion. Supongamos que E es estable. Sabemos que el producto de convolucién o * T de
dos tipos 0,7 € T(E) es un elemento de R% bien definido. Veamos que efectivamente ¢ * T €
T(E).

» Sio =0,y 7= 0pentonces (0, *0p)(x) = |la+b+x| = 044p(x), luego 6% T € T(E).

» Sio=1im, 4 a,y T = O}, entonces

(ox7)(x) = Hrqr/l”an +b+x| paracadax € E.
n.q

De este modo o * T = lim, 4 (a, +b) € T(E).
» Si o =1lim, 4 a,,T = lim,, y b, entonces para cada x € E tenemos

(o 7)(x) =limt(a, +x) =1lim (7% 0y, ) (x),
nuw nuw

de modo que 0 * T =1im, 4 (T*0y,,) € T(E) pues (T*0,,) € T(E) paracadany T(E) es
subespacio cerrado.

Esto prueba 2. Para ver 1, reproduciendo el mismo razonamiento anterior se comprueba que
si 0,7 € Ty(E) entonces o T € T(E), aunque no podemos afirmar que pertenece a Ty, (E) di-
rectamente pues este tltimo subconjunto no estd claro que sea cerrado. Pero se puede probar que
efectivamente es un tipo débil con un poco més de esfuerzo.
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= Sio, 7€ Ty(E) entonces 0 *T € Tey(E): Sean (ay)nen Y (bm)men sucesiones convergentes
débilmente hacia a y b respectivamente, tales que o = lim, a,, 7 = lim,, b,,. Fijemos un
subconjunto numerable D = {dy : k € N} densoen E y [ € N. Si %, son ultrafiltros libres
sobre N cualesquiera entonces

o *7)(dy) =limlim||a,, + b, +d
( * )( k) nl,a//niﬁf/H n m k”
paracada k € {1,...,1}, luego el conjunto

Al:{neN:

Iim Han + by, —l—dkH — (G* T)(dk)
m,¥V

<1/l}

pertenece a 7/ . Elegimos n; € ﬂi:] Alew.
Andlogamente para cada k € {1,...,1} el conjunto

B, ={meN:|(cx1)(d)— \an, +bm+di||| < 1/1}

pertenece a #'. Elegimos m; € ﬂizl B V.
La sucesion z; = x,,, + Yy, es débilmente convergente hacia a + b. Ademds

(0% T)(dk) = [, +ym +dil[| < 1/1
sik=1,...,lyl €N, lo que significa que para cada z € D es
(0% 7)(2) = Hm [z+x, +yu |

Vamos a ver que podemos extender la igualdad anterior para cualquier x € X. Fijado x € E
y € >0y tomamos z € D con ||x —z|| < €/2. Se deduce

|0(x) = [lx+xa + 3 [[| <[0(x) = () +]0(2) = |2+ X0 + |
11z 42, 4 Y | = [l 4 X0+ [
<2|x =zl +[0(2) = llz+ X0, +yn

usando que 0 € A;(E) y la desigualdad triangular. Tomando limite superior en / obtenemos
que
limsup [6 (x) — [l +xn, +yu [l| < &
I

para cada € > 0, luego dicho limite superior vale cero, que debe coincidir necesariamente
con el limite inferior al ser una sucesioén no negativa. Por tanto, existe el limite y vale cero,
como queriamos probar.

= Si 0,7 € Tyn(E) entonces 0 * T € Ty, (E): La prueba es la misma que el caso anterior pues
Xn, +yn, converge débilmente hacia 040 = 0.

O]
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Supongamos que ¢ y T son dos tipos para los cuales podemos definir el producto de convolu-
cién. Si podemos escribir ¢ = lim,, 4 a,, T = lim,,  b,,, es razonable pensar que vamos a poder
dar una representacion similar de su producto ¢ * T = 1imy » ¢ donde el ultrafiltro % y la suce-
sién ¢ se podran construir de una manera “apropiada” a partir de las sucesiones y ultrafiltros que
representana o'y 7.

La siguiente proposicién permite obtener ultrafiltros en el espacio producto (con un nimero
finito de factores) a partir de ultrafiltros sobre cada uno de los factores.

Lema 4.3.12. Sean %,V ultrafiltros no triviales sobre X, Y respectivamente. Entonces
UxV={ACXxY:{xeX:{yeY:(x,y) €AV} e¥}

es un ultrafiltro no trivial sobre X XY que contiene a los conjuntos de la forma U XV con U €
w,\Vevy.

Demostracion. Comencemos viendo que es un filtro. Sean A C B subconjuntos de X x Y tales que
A€ x V. Fijadox € X setiene que Cyy ={y€¥:(x,y) €A} CC,p={y€Y:(x,y) € B},
de modo que {x € X :Cyp € ¥} C {x € X :C,p € ¥}. Como el primer conjunto pertenece a %
entonces el segundo también.

SiA,B € % xV entonces Cyanp = Cxa NC,p siguiendo con la notacion anterior, lo que
permite deducir que ANB € % x ¥ . El conjunto vacio no pertenece a % x 7 pues Cy g = 0 para
cadax € X.

Sea A un subconjunto de X X Y. Si A ¢ % x ¥ entonces eso significaque {xeX :Cy € ¥} ¢
% , luego su complementario {x € X : Cys ¢ ¥} € % . Pero notemos que Cy4 ¢ ¥ es equivalente
a decir que Cy 4c = (Cx )¢ € 7. Por tanto nos queda

{xeX: Cac eV} e,

lo que significa que A € % x V.
SiU € %,V €V entonces el conjunto A = U x V verificaque Cyy =V six €U 0 Cyy =0 i
x ¢ U. De este modo
xeX: CueUy=Uecu

y deducimos que A=U xV € % x V.

Finalmente, el hecho de que % x ¥ sea no trivial se debe a que dado (xp,yo) € X x Y, podemos
tomarU € % yV € ¥ conxo ¢ U,yo ¢ V por ser estos ultrafiltros no triviales. Asi pues, (xo,y0) ¢
U xV peroU xV € % x ¥ como hemos probado antes. O

Observacion 4.3.13. Remarcar que el ultrafiltro % x ¥ definido en el lema anterior no estd
generado por la base de filtro {A xB:A € % ,B € V'}. Por ejemplo, si % es un ultrafiltro no
principal sobre N entonces U x % tiene el conjunto A = J,cy ({n} x {n,n+1,...}) entre sus
elementos, ya que

{xeN:{yeN:(x,y)eAte%}={xeN:{x,x+1,.} e} =Nev%.

Sin embargo, A no contiene ningiin subconjunto de la forma U xV para U,V € % ; ya que U XV
siempre contiene un elemento de la forma (x,y) con x >y al ser U,V conjuntos infinitos.
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Proposicion 4.3.14. Sea E un espacio de Banach estable, (a,)uen, (by)nen sucesiones acotadas
y %,V ultrafiltros libres sobre N que determinan los tipos 6 = lim, 4, a, y T = 1im,, y b,,. Dada
una biyeccion g : N x N — Ny considerando el ultrafiltro no trivial (ver lema

UxV={ACNxN:{neN:{meN:(n,m)ecA}eV}eU}

tenemos que W :={glA] :A € % x ¥} es un ultrafiltro no trivial sobre N. Definiendo cy := a,+by,
si k= g(n,m), se verifica ¢ * T = limy y cy.

Si E es débilmente estable entonces el enunciado anterior sigue siendo cierto para tipos débi-
les, donde ahora las sucesiones (a,)nen, (by)nen estdn contenidas en un débil compacto y ademds
(ck)ken estd contenida en un débil compacto.

Demostracion. La hipétesis de estabilidad o estabilidad débil s6lo se usa para asegurar que el
producto de convolucién esté bien definido, de manera que la demostracién es la misma en ambos
casos.

Como % x ¥ es ultrafiltro no trivial en N x N y g es biyeccion es inmediato que # también
serd ultrafiltro no trivial en N. Para la segunda parte, de la definicién de % x ¥ se sigue que

limlim ||x+a,+by||= lUm  |x+a,+byl.
n U my (n,m), % xV

Por otro lado, la definicién de #" y ¢, muestra que

gl;llﬁck\l = (mmli%lw %+ an + bl

Para ver la dltima afirmacién del enunciado basta comprobar que si K, K> son conjuntos dé-
bilmente compactos tales que (a,)nen € K1y (bn)nen C K>, entonces (cx )xen también estd con-
tenida en un débil compacto. En efecto, tenemos (cx)reny C 2¢0® (K1 UK?) ya que a, + by, =
2(an/2+ by /2) pertenece a 2¢o® (K; UK3), y este dltimo conjunto es débilmente compacto por el
teorema de Krein (ver [32) teorema 3.58, p. 85]). ]

4.3.2. Continuidad de la operacién convoluciéon

Finalizamos la seccién estudiando propiedades de continuidad del producto de convolucién.
Si el espacio E es estable, el producto de convolucién puede extenderse a todo el espacio de tipos
T(E) y se puede comprobar facilmente que es separadamente continuo:

Proposicion 4.3.15. Si E es estable entonces la operacion de convolucion T(E) x T(E) — T(E)
es separadamente continua.

Demostracion. Fijado ¢ consideremos la aplicacién T — o * T definida de T(E) en T'(E). Como
trabajamos en espacios métricos podemos usar la caracterizacién por sucesiones: si T, converge
hacia 7 entonces O * T, converge hacia o * 7. No obstante, ya que ¢[E] es denso en T(E) basta
comprobarlo cuando la sucesion (7,),cn estd en dicho subconjunto. Sea (op,) C ¢[E]| de modo que
lim, 05, = 7. Entonces, para cada x € E, (6% 0p,)(x) = 6(b, +x) y (0% 7)(x) = lim, 6(b,, +x)
ya que (by,),en es aproximante para 7. Por tanto o * o), converge puntualmente hacia ox 7. [
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Si ahora pensamos en el caso de un Banach débilmente estable, es razonable pensar que la
operacion convolucion Ty (E) X Ty (E) — T, (E) va ser continua. Sin embargo, nos encontramos
con el problema de que la prueba anterior para el caso estable no es vilida. Como la sucesién
(bu)nen no tiene por qué estar contenida en un débil compacto, no podemos escribir (0 * T)(x) =
lim,, o (b, + x).

Sin embargo, bajo condiciones adicionales y usando resultados més profundos, se puede pro-
bar la la operacién producto de convolucién restringida al espacio de tipos débilmente nulos
Ton(E) es separadamente continua. Enunciamos dos resultados de Rosenthal [68] que son la clave
para poder obtener lo que vamos buscando.

Lema 4.3.16. Sea (a; j)i<j (i, j € N) una familia de niimeros reales tal que

h’mlima,'J =da.
i

Entonces existe una sucesion estrictamente creciente k(1) < k(2) < k(3) < ... de enteros positivos
verificando

lim  appe iy =a.
Lema 4.3.17. Sea E un espacio de Banach que no contiene una copia isométrica de (' y (x;, j)ijeN
elementos en E verificando 1im;lim;x; ; = 0 en la topologia débil de E. Entonces existe una su-
cesion (in, ju)nen con iy < j, para cada n € N, lim, i, = oo de manera que 1im, ki, ;j, =0 en la
topologia débil de E.

El siguiente lema nos serd de gran ayuda para probar la continuidad separada.

Lema 4.3.18. Supongamos que E es débilmente estable y (' no estd isométricamente contenido
en E. Entonces, para cada tipo débil 6 € Ty(E) tenemos que la funcion Qg : Ty, (E) — R definida
por 0s(7) = (0 % 7)(0) es continua.

Demostracion. Como Ty, (E) es metrizable podemos usar la caracterizacién de continuidad en
términos de sucesiones: si T, es una sucesion de tipos débilmente nulos que converge puntualmente
hacia 7, entonces (0 * 7,)(0) converge hacia (o * 7)(0). Observar que la sucesién (o * 7,)(0) es
acotada puesto que

0<(0%1,)(0) <0(0)+1,(0).

Basta comprobar entonces que (0 * T,,)(0) tiene a (o * 7)(0) como tnico punto de aglomeracion,
es decir, que cualquier subsucesion (o * 1, )(0) admite a su vez una subsucesién (0 * 7, )(0) que
converge hacia (o * 7)(0). Sin pérdida de generalidad supondremos que la subsucesion 1,, es la
sucesién de partida T,.

Fijado n € N, existe por definicién una sucesion (x})rcy de elementos de E que converge
débilmente a 0 y verifica 7, (x) = limy || x + x|| para cada x € E. Por la conmutatividad del producto
de convolucién tenemos que

(0%1,)(0) = (1,%0)(0) = lflgnc(xZ).
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De esta manera, tomando una subsucesién podemos asumir que
0 1
(0+%)(0) ~ o) < (4.6)
para cada k,n € N. Asimismo tenemos que

7(x) = lim1,(x) = h’mlilgn ||x+x}|| para todox € E.
n n

Afirmacién: Existe una sucesion creciente m(1) < m(2) < ... de manera que

7(x) = lim Hx+x$8.))H paracadax € E.

i< j,i—yeo
Para ver la afirmacion denotamos por D = {d; : t € N} a un subconjunto denso numerable de E.
Parat =1, el lema nos permite obtener una sucesiéon m' (1) < m!(2) < ... tal que

m! (i
w(d)) = lim |l +2" .

i<j,i—oo (])

1+
Nos quedamos con (m'(i));en. Volvemos a aplicar el mismo lema, ahora sobre xﬁl Elj)) para obtener

m*(1) < m?(2) < ... subsucesién de m' (1) < m'(2) < ... verificando

2/
t(d) = lim |y +x000)]).

i< j i—too )
Notemos que también
wld) = tim_ -+
Reiteramos el proceso de manera que para cada 7 > 1 existe m'(1) < m'(2) < ... subsucesién de
m' (1) <m'~1(2) < ... con

7(d;) = lim Hds—i—xZ:Ei.))H paras=1,...,1.

i<j,i—yeo J
Finalmente tomamos m(1) = m' (1) < m(2) = m*(2) < m(3) = m*(3) < ... que verifica

- m(i)
T(x) = i<1j17?3m ||x+xm(j) || para cada x € D.
Como D es denso en E, la continuidad nos permite concluir que la igualdad es cierta para cada
x € E, con lo que concluye la prueba de la afirmacién.

Por la eleccion de las sucesiones x; tenemos que lim; lim; x"mlgtj)) = 0 débilmente. Usando ahora

el lema4.3.17|tenemos que existe una sucesion (iy, j;);en con i; < j; paracadal € Ny lim;i; = oo

de manera que lim, xZEl]I ’)> = 0. Notemos que sigue siendo

1z m(ll)
T(x) = hlm Hx—I—xm(j[) || para cada x € E.
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Asi pues
(0%7)(0) = (7%0)(0) =lim o (i
para cualquier ultrafiltro libre %/, de manera que

(6+17)(0) = (1% 06)(0) = limo ("))

Il m(ji)
De (.6) deducimos que
) 1
(G*Tm(il))(o) G(xm(jl)) < m(ll) )
luego lim; (0 * 1)) (0) = (0% 7)(0). O

Observacion 4.3.19. Si E es débilmente estable, entonces para cualesquiera tipos débiles 6,7 y
a € E se tiene que (0 *T)* 0, = 0 * (T * 0,).

Demostracion. Si o = lim, 4 a,,T = lim,, v b,, entonces, usando que
T % 0y = limy, y (b, + a) (notar que b,, + a es débilmente convergente) se deduce

ox*(Tx0,)(x) = 1frqr/11frﬂry1||x+an+bm+a|| =(o*7)(x+a) = (0*7)*04(x)
n,u% m,

paracadax € E. O

Usando la observacion anterior y la conmutatividad del producto de convolucién podemos
probar el corolario final. Sefialar que la prueba que incluimos es distinta a la original del articulo

[7].

Corolario 4.3.20. Si E es débilmente estable y no contiene copias isométricas de ¢' entonces la
operacion convolucion * : Ty (E) X Tpn(E) — Ty (E) es separadamente continua.

Demostracion. Fijado o € Ty, (E) tenemos que comprobar que la aplicacién 7 +— o * T es continua
(la continuidad en la otra componente se deduce por conmutatividad). Por la metrizabilidad de
Ton(E) podemos usar la caracterizacién de la continuidad en términos de sucesiones.

Supongamos que 7, es una sucesidn de tipos débilmente nulos que converge puntualmente
hacia 7, de manera que para cada n € N se puede escribir 7, = lim; x} para una sucesion (x})ren
débilmente convergente hacia cero. Fijado x € E observemos que podemos escribir (o * 7,)(x) =
(tw*x0)(x) =limg o (x +x}) = limy (0 % 0y) (x}) = ((0 * 0x) *7,,)(0).

Como (0 * 0y) es un tipo débil (producto de convolucién de tipos débiles es un tipo débil),
podemos aplicar el lema para afirmar que (0 * 7,)(x) = ((0 * 0y) * 7,,)(0) converge hacia
((o*0y) % 7)(0). Ahora bien, ((o*0y) *7)(0) = ((0 % T) * 0y)(0) (propiedades conmutativa y la
observacién[4.3.19); y ((0*7)* 0y)(0) = (0% 7)(x), ya que si (0 *T) es un tipo débil inducido por
la sucesion débilmente convergente (a,),en entonces (0 * T) * 0y viene inducida por (a, + X),en

que es débilmente convergente.
O
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Las siguientes propiedades del producto de convolucién son vélidas en espacios estables o
débilmente estables. Vamos a hacer la prueba en este tltimo caso, el otro es andlogo. Todos los
tipos que manejemos supondremos que son débiles y cuando escribamos ¢ = lim,, 4 a, estaremos
suponiendo que (a,),en €s una sucesién contenida en un subconjunto débilmente compacto de E.

1. Propiedad asociativa: Sean 01,02, 7T tipos débiles con 7 = lim, 4 b, entonces, usando que
es separadamente continua y la observacion 4.3.19|

(o1%00)xT= }11’2[/1(61 % 07) * O}, :’lll’g}cl % (02 % 0p,) = O] *rllfg}(az*chn) =01% (0% 7).

2. Propiedad distributiva respecto del producto por escalares: Si A € R\ {0}, 0 =1im, 4 ay,
T =lim,, y b, € T(E) entonces

(Ao A7)(x) =limlim v+ Aa, + Abyl| = |2

— [A|(G*7) (%) —A(0*7)(x).

X
il 7+
il |+

3. El elemento neutro de la convolucioén es el tipo trivial 6y (0 € E).
(ocx0)(x) = (o*0p)(x) =0(x) = (0p*0)(x)

paracadax € E.
4. Para un tipo ¢ = lim, 4 a, denotemos —o := (—1)o. Observar que
—o =1lim,  (—ay).

4.3.3. Tipos simétricos

Definicion 4.3.21. Un tipo o sobre E se dice que es simétrico si 6(x) = o(—x) para cada x € E.
En otras palabras, 6 = —0.

1. El unico tipo simétrico o, realizado por algin a € E es el tipo trivial, ya que ||a + a|| =
o,(a) = 0,(—a) = ||a—a|| = 0 implica a = 0.

2. Denotaremos por T(E)*, T, (E)*, T, (E)* a los subconjutos formados por todos los elemen-
tos simétricos de T (E), Ty (E), T, (E) respectivamente.

3. Si o es simétrico entonces Ao también es simétrico para todo A € R. Si A = 0 es obvio, y
si A # 0 entonces (Ao)(—x) = [A|o(—x/A) = |A|o(x/A) = o(x).

4. Si oy 7 son tipos simétricos y el producto de convolucién o * T estd bien definido entonces
también es simétrico. En efecto, —(0*T) = (—0)*(—T) = 0 * T.

4.3.4. Spreading model

El concepto de spreading model fue introducido por A. Brunel y L. Sucheston en [[14], quienes
usaban una version del teorema de Ramsey [40] en su construccidn. Vamos a introducir esta nocién
inspirdndonos en [41]], que a su vez se basa en una construccion de Krivine.
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Sea E un espacio de Banach separable, un ultrafiltro no trivial %7 sobre N y una sucesion
acotada (x,),en en E que carece de limite a través de 7.

Sabemos entonces que la ultrapotencia E; = E# es un espacio de Banach que contiene a
E por una isometria canénica que asocia a cada x € E la clase de equivalencia de la sucesién
constantemente igual a x (ver corolario[3.2.3). Identificaremos cada elemento x € E con su imagen
en E;. Si vemos & = (x,),en como un elemento de E; (recordar que (x,),eny € E es una sucesion
acotada por hipétesis) entonces &; ¢ E, pues si asi fuera existiria un elemento x € E de manera
que ||x — & ||g, = 0, es decir, 1im, 4 ||x — x,|| = 0, lo que contradice que (x,),cn no tiene limite a
través de % . Por otro lado, (x,),cn también se puede ver como una sucesion en E C E| que carece
de limite a través de % (pues E es subconjunto cerrado de E al ser completo).

Observemos que para cada x € E y A; € R se tiene por la proposicién que

[x+ 181, = Hm [|x + Ay,
nuwU

Repitiendo ahora el mismo razonamiento con E; y (x,),eny C Ej contruimos Ep = E” un
elemento & = (x,)nen € E2 \ E; y de nuevo la sucesion (x,),eny C E C Ey C E; carece de limite
a través de % . Ademds, para cada x € E y ndmeros reales A, A, se tiene que

||x—|— 1151 + lzéz”Ez = lim HX—I— 1151 + AgmeE] = lim lim Hx—l— llxn + lzme .
m,U m,U n, U

Este proceso se extiende por induccién, lo que permite obtener una cadena creciente de es-
pacios normados E,,. La unién |J,, E,, es entonces un espacio normado cuya completacion, que
denotamos por E., es un espacio de Banach que contiene a (&,,),,en como sucesién. Podemos
hacer un abuso de notacion y escribir || - || para referirnos a la norma de E.., que coincide (cuando
la restringimos) con las normas que tenfamos en £ y en todos los E,. De este modo, para cada
x € E y cualesquiera A4, ...,A; € R se tiene que

k k
x+j;,1j§j = ’}g?r}nkl_f%... lim x+];/1jx,,j : 4.7)

De esta expresion es facil deducir que

k k
x+ Y A&l =[x+ Y A&,
j=1 j=1

para cualquier sucesion estrictamente creciente n; < np < ... < 1.
Una consecuencia de lo anterior es que la suma X + span{&,, : m € N} es directa, ya que si
x € E se puede escribir de la forma x = Z’J’.’: ya;&; para ciertos a; € R entonces tendriamos que
m _ _ .
| =X a;&;|l = 0. Podemos suponer que m es par (m = 2k) afiadiendo sumandos nulos, y usando

la desigualdad triangular obtenemos

k 2k k 2k k

Y oai§i— Y ai&jl| < || Y afi—x||+|x— ) ai&j||=2||} a;&—x| =0.

j=1 j=k+1 j=1 j=k+1 j=1



Estabilidad en espacios de Banach

Como los &, son linealmente independientes por construccién deducimos que a; = 0 para cada j,
y por tanto, también x = 0.
La siguiente definicidn corresponde a [41, definicién I1.2.1, p. 79].

Definicion 4.3.22. El subespacio span{&,, : m € N} (clausura en E.,) se denomina spreading mo-
del asociado a (xp)pen y % . La sucesion (&,),en se dice que es la sucesion fundamental del
spreading model.

Bajo condiciones adicionales de estabilidad del E, el spreading model se puede relacionar con
los tipos y su producto de convoluciéon. Supongamos que E es un espacio débilmente estable,
lo que nos permite definir la operacién convolucién para tipos débiles. Sea o es un tipo débil
sobre E que se puede describir como ¢ = lim, 4 x,, para una sucesion y un ultrafiltro como los
considerados al comienzo de esta seccidon. Usando la definicién y conmutatividad del producto de
convolucidn se tiene que

k
ALE = (AMo*x...x o = lim lim ... Ii A Iy .
Hi; i&ill = (A %0 )(x) L lim, nkIg}HH 12y oee o Aan, |

Con la intencién de simplificar la notacién, vamos a introducir el spreading model de otra
forma pero inspirdndonos en lo visto hasta ahora. Denotamos por cqg al espacio de sucesiones de
nimeros reales con soporte finito y por {e, : n € N} a la base canénica.

Proposicion 4.3.23. Supongamos que E es débilmente estable y 6 = lim,, 4 x, es un tipo débil
sobre E inducido por un ultrafiltro no trivial % sobre N'y una sucesion (x,),en C E contenida en
un débil compacto que carece de limite a través de U . Sobre el espacio E @ co la aplicacion

k
x—i—l;?tie,- = (Mo*...x40)(x) = r}lnfgr}zlr%r}/}%} |x+ Aran, + ...+ Akay, |-
- o

define una norma.

Demostracion. Podemos definir un operador lineal T de E @ ¢ en E @ span{&, : n € N} que
es la identidad sobre E y verifica T'(e,) = &, para cada n € N. Dicho operador es claramente
suprayectivo, pero también es inyectivo pues los elementos del ndcleo son cero razonando igual
que antes hemos hecho para ver que la suma E & span{&, : n € N} era directa. De este modo, T
es un isomorfismo lineal que verifica ||y||c = |7 (y)|| para cada y € E & coo por definicién, lo que
prueba que se trata de una norma.

O

Nota 4.4. Se puede dar una demostracion sin recurrir a ultraproductos, sino simplemente usando
las propiedades de los tipos (ver detalles en [I66l]) para probar que la funcion || - || s definida como
en la proposicion anterior es efectivamente una norma sobre E & cqo.

Como consecuencia de la proposicién §.3.23| podemos redefinir:
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Definicion 4.4.1. La completacion de (¢, || - || s )se denomina spreading model asociado a ©. La
sucesion (ep)nen se dice que es la sucesion fundamental del spreading model.

Como razondbamos antes, la cantidad HerZi-‘:l 7L,-e,-||0 es invariante por propagacion, en el
sentido de que para cualquier sucesion estrictamente creciente n; < np < n3 < ... se tiene que

l,-e,- = ||x+

(o

x+ Aien,-

(o

k k

i=1 i=1

Usando la conmutatividad del producto de convolucién se observa que Hx+):§‘:1 k,-eiH 5 €8
invariante para cualquier permutacion de las constantes (4;)"_,.

Resulta de espacial interés el caso en que el tipo ¢ con el que construimos el spreading model
es un tipo simétrico.

Proposicion 4.4.2. Sea ¢ un tipo débil simétrico no nulo sobre un espacio de Banach débilmen-
te estable E. La sucesion fundamental {e, : n € N} constituye una sucesion bdsica, simétrica e
incondicional de constante 1 para el spreading model asociado a ©.

Demostracion. Veamos que se trata de una sucesion basica 1-incondicional usando la proposicién
Seann <my seaA = {ij,...,i, } un subconjunto de {1,...,m}. Entonces

1 1
Z a;eé; = 5 ( ae; + Z ae; | + 5 Z ae; — Z a;e;
o icA

i€A i¢A i€A i¢A o
1| & 1 d
< 3 Z aiei|| + 3 Z ae; — Z aieil| = Z aie;
i=1 o icA i¢A o |li=l o

donde en la dltima igualdad hemos usado que el tipo o es simétrico. Para ver que la sucesién
es simétrica basta observar (ver [32, fact 6.17 (iii), p. 171]) que si & es una permutacién de N
entonces

n n
Y aieil =} aiex)||
i=1 o = -

lo cual es cierto por la invarianza de la norma || - ||, que a su vez era consecuencia de la conmu-
tatividad del producto de convolucién. 0

La siguiente proposicion serd también fundamental.

Proposicién 4.4.3. Si E es un espacio de Banach débilmente estable que no contiene copias de ('
entonces el conjunto Ty, (E)* no se reduce al tipo nulo.

Demostracion. Un resultado de Rosenthal [67, Consecuencia I, p. 2411] garantiza que si £ no
contiene copias isomorfas a ¢! entonces dicho espacio carece de la propiedad de Schur, con lo
que podemos encontrar una sucesion (a,),cn débil-convergente hacia 0 pero que no converge en
norma a 0. Pasando a una subsucesién podemos suponer que existe un nimero real positivo C
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tal que ||a,|| > C > 0 para todo n € N. Seiialar que (a,),en tampoco puede tener subsucesiones
convergentes (en norma), ya que dicha subsucesion convergeria débilmente al mismo limite siendo
este necesariamente 0, lo que contradice la existencia de C.

Sea 7/ un ultrafiltro no trivial sobre N y ¢ = lim,, 4 a,. Entonces T = 0 % (—0) € Ty,(E) es
un tipo débilmente nulo, y simétrico ya que

7(—x) = (=7)(x) = (= (0% (=0)))(x) = ((=0) ¥ o) (x) = (0 % (—0)) (x) = 7(x).

Ademds es no trivial, pues si lo fuera entonces ||x +e; —e2||¢ = (0% (—0))(x) = ||x|| para
cada x € E. En particular ||e; — e2]l6 = 0, lo que significa que

0=le1 —esllo = (07 (—0))(0) = limlimlla, — an|| = lim 6(—an) = lim | —an+eillo-

De este modo || — a, + e;||¢ admite una subsucesién convergente hacia cero, es decir, existe una

subsucesion (a,, )ren convergente en seminorma || - ||s hacia ej. En particular, (a,, )ken es de
Cauchy para la seminorma || - ||, luego también lo es en la norma de E ya que ||x|| = ||x||s para
cadaxc E. Ul

4.5. [(P-tiposy co-tipos

A lo largo de esta seccidén asumiremos que E es un espacio débilmente estable que no posee
copias (isomorfas) de ¢'. La segunda condicién no supone ninguna restriccién para el problema
que queremos abordar, pues si E tiene copia isomorfa de ¢! entonces por el 1ematenemos que
E tiene copias casi isométricas de ¢! y no habria nada méds que probar. Subrayamos a contnuacién
las principales consecuencias de estas hipdtesis que resultaran fundamentales para los resultados
de la seccidn:

1. El conjunto de tipos débilmente nulos 7, (E) es un subconjunto cerrado de 7 (E) (ver [68,
lemma 3.2, p. 84]). Como consecuencia el subconjunto Tj,,(E) de los tipos simétricos tam-
bién es cerrado, pues el limite puntual de tipos simétricos es claramente simétrico.

2. El conjunto T, (E) contiene al menos un tipo no nulo por la proposicién[¢.4.3|

Definicion 4.5.1. Un tipo débil simétrico no nulo ¢ sobre un espacio de Banach débilmente esta-
ble se denomina ¢P-tipo, p > 1, (resp. co-tipo ) si verifica:

Ao Hpo = (AP +puP)re (resp. Ao+ o = sup {4, u} o)
para cualesquiera A, L € [0,00).
La razén de tal denominacién se muestra en el siguiente teorema.

Teorema 4.5.2. Sea E un espacio de Banach débilmente estable de dimension infinita que posee
un (P-tipo para algiin p € [1,+e0) (resp. co-tipo). Entonces para cada € > 0 existe una sucesion
(Yn)nen en E que es (1+ €)-equivalente a la base candnica de (P, 1 < p < oo (resp. c).
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Demostracion. Primero veamos que se puede suponer que la sucesion (x,),en estd normalizada.
Como o (x) = lim, ||x, + x| no es el tipo nulo (por definicién) entonces 6(0) = lim,, ||x,|| # O,
de modo que quitando una cantidad finita de ceros podemos suponer que existe 6 > 0 tal que
||x,|| > & para cada n € N. Llamando o = o(0) ! > 0 tenemos que T = ac € TS (E) es un £P-tipo
(resp. co-tipo), ya que

ATxuT = (Aa)o* (ua)o = (Aa)? + (ua)?)/Po = (AP + uP) /P ac = (AP + u?)'/P1.,

(Para el caso del cp-tipo es andlogo). Por tanto

X 1 1
oc)(x :OCG(—) = —— lim||x, +xlim ||x, ||| = lim ——||x;,, + ||x, ||x
=lim —|—xH
|| ||

donde la sucesion (x,/||x,||)nen estd normalizada. Vamos a ver que también estd contenida en un
-compacto: si K es un conjunto @-compacto que contiene a (x,),en entonces (1/6)K también
es m-compacto ya que las homotecias son @-continuas. Como consecuencia del teorema de Krein
(ver [32, teorema 3.58, p. 85]) podemos afirmar que co((1/6)K U {0}) es @-compacto. Pero dicho
conjunto contiene a los elementos x;, /||x, || = ﬁ(xn/& donde & /||x,|| < 1.

Suponemos entonces que ¢ es un £”-tipo con sucesion aproximante (@-convergente) (x,),eN
normalizada. Nuestro objetivo es probar lo siguiente: Fijado € > 0, la sucesion (x,)nen posee una
subsucesion (x,, )ken que es (14 €)-equivalente a la base candnica de (7.

Para cada k € N denotemos

ne
Dy={————=:nc’ < 1224 C[-1,1].
(={ i e Bnel < (022 € 1)

Notar que para todo nimero real en [—1, 1] existe un elemento de Dy tal que la distancia entre
ambos es menor o igual que &/((k+ 1)2%+2).

Afirmacion: Existe una sucesion ny < my <ny <mp < ... <n < my < ... verificando

k

~1
€
ijxnj+(\bk\p+]ka]”)l/pxnk — ijxnj—i-bkel—l—bkﬂez < 22
J<k j=1 -
k k=1 £
Zlbjxnj + b 1x,|| — . 1bjxn_/. +brey + b2 < s
J= J= o

sin > my, cualesquiera que sean by, ...,byy € Dy.
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Para probar la afirmacién haremos una construccién inductiva. Sean by, b, € D;. De laigualdad

tim | (1]7 + b2]7)7 x,
n

(e,

= (1117 +1821")"" 5 (0)

= (|b1|o*|b2|0) (0)

= (b1o*xby0)(0) (por ser ¢ simétrico)
= ||b1€1 +b2€2||6

se deduce la existencia de n; (que se puede suponer independiente de by,b, € D; ya que este
ultimo conjunto es finito) de manera que

& .
(1117 + [52]7) P = |11+ B2ea | 5| < 7 sinzn.

Por otro lado,

Hblel +b2€2”0 = H,{nli,inublx” +b2me,

luego existe n; € N (se puede suponer que coincide con el obtenido antes) tal que

E .
Hm ||b1x, + boxy|| — ||bre1 + brea| 5| < =% sin >ny.
m c 23

Asi pues, podemos encontrar m; > n; (independiente de by, b>) de modo que
€
D16, + boxal| = [[bre1 + breal| | < 55

siempre que n > mj.
Supongamos que k > 1 y hemos construido (hipétesis de induccion) n; < m; < ny < my <
... < mg_1 < my_ verificando

€
Y bjxn,-+(|bk—1\p+\bk|p)1/p€1 < 5k

Jj<k—1

1
Y by, + (bt [P+ [k ]P) P 3,
j<k—1

c

k—1
Z bjxnj + bixy,
=

k=2

)
— Z bjxnj +br_1e1+brey
=1

< ok

[

si n > my_1, cualesquiera que sean by, ...,by € Dy_1.
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Fijamos ahora by, ..., by € Dy. De la igualdad

lim || ¥ by, + (|bil” + [besa|”) = | X b+ ([Bal? + B 7)1
Jj<k Jj<k p
= (el + b P) 7 0 (Z b>
Jj<k

= (|bk|o * |by+1|0) (Zbix”f>

Jj<k

=byoxby 10 (Z b jx,,j> (o simétrico)

j<k

Z bjxnj +brey + biyien
i<k

(o

se deduce la existencia de ny > my_; (que puede considerarse independiente de
bi,...,byy por la finitud de Dy) verificando

Y bixa, + (1bel? + iy [P) /7 x, (4.8)

Jj<k

Y. bjxa, + brer + bt

< 2k+2
j<k

(o

Por otro lado,

= hrn hm ,

Z D jxn; + DXn + Diey 1 Xm
j<k

‘ ijxnj +brey +byyien

Jj<k P

luego existe n; € N (se puede suponer que coincide con el obtenido antes) tal que

k
Z bjxn,- + karlxm -
j=1

5

h;l;n Z bjxnj +brey +bryier < plant

j<k

o

Asf pues podemos encontrar my > ny (independiente de by, ..., bi1) de modo que

£

< pTas) 4.9)

Z bjxn/- +brey +byyien
i<k

k
Z bjxn/- + byt 1Xn
J=1

(e

siempre que n > my. Con ésto concluye la prueba de la afirmacién.

Para la sucesion (n,my) anterior tenemos que la subsucesion (x,, )i verifica

k+1

Z b jxn; || —
=1

£

ijxn (1b&]? + [brs1|”) /pan KT

Jj<k

< (4.10)
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Usando un argumento de densidad podemos extender la propiedad anterior: supongamos que

(a ])]]‘I% son ndmeros reales en [—1, 1] verificando Zk+1 la;j|? = 1. Entonces existen by,...,by1 €
D; con
€ .
]aj—b]| < W para Cadaj = 1,,k+ 1

Por tanto

k+1 k+1 k+1 e

Y apn|| = || Y b, ||| < Z laj=bjl < 373 (4.11)

j=1 j=1

usando la desigualdad triangular y que la sucesion x; estd normalizada. Del mismo modo, (ahora
usamos también la desigualdad triangular para la norma | - ||, en R?)

Za]xn, ’ak’P+‘ak+l‘p /pxnk Zb]xn, ’bk’p+‘bk+l‘p /pxn <
i<k j<k (4.12)
< Y laj—bjl + (lax — bl? + |ax1 — b |?)VP < Pt
Jj<k
De nuevo por la desigualdad triangular combinada con (4.10) (@.1T)), (@.12)) obtenemos

k1 e
Zlajxnj Z;Ca]xnj (lax|? + |aks1|7) /pxnk < (4.13)
J= J<

Notemos que esta ecuacidn nos permite ir quitando en una suma Z’j‘i{ ajxy; el dltimo sumando
pasando el coeficiente a4 al x; en la forma indicada. Usando esta idea de manera recursiva
podemos ir eliminado los sumandos hasta quedarnos s6lo con x;,, :

k+1

k+1 1/p
S
Zajxnj Zajxnj + (Z |a,-|1’> X || < o
j=1 i=k

j<k

k1 I/p e
,xn] (la|? + |ag1]7) " Px, Za,xnj ( Z |a,-|p> s ||| < 55t
1

j<k

Kt 1 1/p ket 1 1/p e
alxn,—|—<2|ai\”> Xy || — <Z|a,~|p> X ||| < 5

=2 i=1

La serie de desigualdades anteriores combinadas mediante la desigualdad triangular nos permite

escribir
k+1 1/p
— Y lal” ] lxll] <e.
i=1

k+1

Z ajXn;
j=1
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., . . ., . k+1 _
Usando que la sucesion x,, estd normalizada y la hipétesis ), g laj|? = 1 tenemos que

k+1

1—e< ajxy|| <1l+e.
=1

J

Luego para cada € > 0, si (a,)]j‘i} (k € N) es una familia arbitraria de escalares entonces

k+1 1/p k1 1/p
(1-¢) (Z\ajlp) < <(1+¢) (ZIGJI”) -

k+1

Z ajXn;
j=1

Para ¢ la prueba es totalmente andloga usando la norma || - || donde antes aparecia la norma

i=1 Jj=1

-1l
O

El siguiente resultado se debe a Bohnenblust [[11]].

Proposicion 4.5.3. Sea ¢ : [0,00) x [0,00) — [0,00) que satisface las siguientes propiedades:
1. ¢(tx,ty) =t¢(x,y) para cada t,x,y > 0.
2. 0(x,y) < o(X,y)six¥>x>0,y >y>0.
3. 9(x,y) = ¢(y,x) six,y >0.
4. ¢(x,9(»2)) = ¢(¢(x,y),2) para todo x,y,z > 0.
5 ¢(0,1)=1.
Entonces @ es de la forma ¢ (x,y) = (x? +yP)'/? para algiin p € (0,0) 0 bien ¢ (x,y) = max {x,y}.

Demostracion. Definimos la sucesion o := 1y o,+1 = ¢(1, ) para n > 1. Notar que 0y, =
o(l,a,) > ¢(0,0,) = oy, nos dice que la sucesion es no decreciente.

Vamos a probar por induccién que se verifica 04,1 = @ (C, 0y) ¥ Oy = 04,0y, para cua-
lesquiera m,n € N. Es claro que ambas igualdades son ciertas si m =1 y n € N es arbitrario.
Supongamos que m > 1 y es cierto que G m—1 = ¢ (0, 0,—1) para cada n € N. Combinando
las propiedades del enunciado con la igualdad anterior llegamos a que Qi = @(1, Qpim—1) =
O(1,0(an—1,00)) = ¢(d(1,00,—1), ;) = ¢ (04, 0). Por dltimo, a partir de esta igualdad se de-
duce también que 0., = @ (O, Oym—n) = (O, A Oy—1) = 0P (1, Q1) = C; Oy.

Vamos a distinguir ahora dos casos:

Siop = ¢@(1,1) =1 entonces si s > ¢ tenemos que §(s,7) > ¢(s5,0) =5y ¢(s,¢) < P(s,5) =
s¢(1,1) = s de donde se deduce que ¢(z,s) = max {z,s}.

Si op > 1y fijamos n > m > 2 arbitrarios, entonces para cada i € N existe un k = k(i) €
N tal que klogm < ilogn < (k+ 1)logm. Como la sucesién (;)7_, es creciente, usando las
desigualdades anteriores uno deduce que O, < @, < O,u1. De este modo, (0y,)* < (o,)" <
(am)kﬂ por una de las propiedades vistas antes. Podemos reescrir las desigualdades anteriores
como klog oy, < ilogay, < (k+ 1)loga,. Dividiendo deducimos que

k logam<log(xn<k+llogocm
k+1 m — logn = k logm’




@ Estabilidad en espacios de Banach

Tomando limite cuando k tiende a infinito llegamos a que log &, / logm = log o, /n para cualges-
quiera m,n €> 2. Llamando p a la constante logm/log o, > 0 deducimos que ¢, = m'/p para
cada m € N. Como @,y = ¢ (0, &) entonces ¢ (m,n) = ¢ (0w, 0w ) = (n? +mP)'/P. Usando
la propiedad (i) es facil extender la igualdad anterior a pares de racionales no negativos. Para ex-
tenderlo a pares de nimeros reales no negativos, basta usar la propiedad (ii) aproximando con
racionales por debajo y por arriba, asi como el hecho de que (x” + y?) 1/P s una funcién continua
en [0,00) x [0,00). O

Necesitaremos también un resultado auxiliar que se deduce de la prueba de [43| teorema 9.7,
p. 60].

Proposicion 4.5.4. Sea {e, : n € N} una base incondicional de modo que

N
Z Ecnxn|| < Cy
n=1

N
2 cnn
n=1

para cualesquiera cy,...,cN y €1,...,Ey = £1. Entonces para todo 0 < b; < ¢;
(i€ {l,...,N}) tenemos que

<

N N
Z buxy Z CnXnll .
n=1 n=1

Lema 4.5.5. Sea E un espacio de Banach débilmente estable y ¢ un tipo débil simétrico no nulo de
E. La condicion necesaria y suficiente para que G sea (P-tipo para algiin p € [1,%) o un co-tipo,
es que para cada o > 0 exista B > 0 tal que

o*x0a0o =fo.

Demostracion. El hecho de que la condicién es necesria es clara a partir de la definicién. Veamos
que la condicién es suficiente. Podemos suponer que 6(0) = 1 ya que en otro caso tomamos
7=06(0)"'o (el tipo & es no nulo) en lugar de &, ya que también verifica

(txat) = (c(0)'ox(c(0) 'a)o) =0(0) ' (cxac) =0c(0) "' (Bo) =B(c(0) 'o) = B

Es claro que si 7 un #P-tipo o un cy-tipo entonces ¢ también lo es.
Consideramos los vectores elementales ey, e € coo. Por hipétesis, para los o, 8 del enunciado
tenemos

|x+e1+aesc =[x+ Peillc VxeE.

Notemos que si i,A > 0 entonces existe ¢(A,u) > 0 tal que Ao xuoc = ¢(A,u)o por la
hipétesis del enunciado. De hecho podemos dar explicitamente como se define la funcién ¢ ya
que (A, u)=¢(A,u)o(0) = (Ao xuoc)(0). Veamos que satisface las hipétesis de la proposicion
4.5.3]

1. (tAo)x(tuoc)=t(Ao*uo) es claro.
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2. SiA'>A>0, 1 >u>0;como {e : i € N} es sucesion bdsica 1-incondicional del sprea-
ding model,
[Aer +pealls < [|A e+ p'erl
por la proposicién4.5.4]
3. Aox o = uo x Ao esla conmutatividad del producto de convolucion.
4. Esta propiedad es consecuencia de la asociatividad del producto de convolucién. Sean
A,u,x > 0, entonces

[Ae1+per+ xeslls = (Ao x o+ x0)(0) = (Ao x 9 (1, x)0)(0) = ¢ (4,0 (1, 1)) (0).

De igual modo se comprueba que ||[Ae; + pes + xes|; = @ (9(A, 1), %).
5. ¢(0,1)0 = (0o*10) =o0.
Por tanto, deducimos que existe p € (0,0) tal que ¢(A, 1) = (A” +u”)'/?, o bien, p(A,u) =
méx {4, u}. Sin embargo, no puede ser 0 < p < 1, ya que si asi fuera 6 * uo = (1 +pu?)"/rc
implica ||e; + tes o = (6% 1) (0) = (1 + u?)/?y, por la desigualdad triangular,

(1417 < Jlello + | eallo = 1+ ppara cada p > 0,
lo cual es falso si p € (0,1). O

Definicion 4.5.6. Un subconjunto C de T}, (E) diremos que es un cono (de convolucion) si tiene
las siguientes propiedadees:

1. Cescerrado en T}, (E).

2. C no se reduce al tipo nulo.

3. Si o € C entonces ac € C para cada o € R.
4. C es cerrado para el producto de convolucion.

Supongamos que o € T, (E) es no nulo (ya hemos comentado al principio de esta seccion
que existe al menos un tipo en estas condiciones por nuestras hipdtesis sobre el espacio E y la
proposicién . El conjunto H = {0 : o € R} verifica trivialmente las condiciones 2. y 3. de
la definicién anterior. Vamos a comprobar que verifica 1. usando la caracterizacién de cerrados por
sucesiones, que en este caso es vdlida pues el espacio de tipos es polaco, en particular metrizable.
Si o, 0 es una sucesion de elementos de H que converge hacia un tipo 7, entonces ¢, (0) converge
a 7(0) (recordar que se trata de la topologia producto), de donde ¢, converge hacia ¢(0)~'7(0).
Si dicho limite es 0 entonces 7 = 0 es el tipo nulo que ya sabfamos pertenece a H. Si es distinto de
cero, podemos suponer que @, # 0 para cada n (quitando un ndmero finito de términos) de modo
que

X

T(x) = lirrln(anc)(x) = lirrln|a,,|c7 (;) =0(0)"'7(0)o <G(0)_1T(0)) = (1(0)0(0) o) (x)

n

para cada x € E, donde hemos usado la continuidad de . De este modo T € H, es decir, H es
cerrado en T'(E), y por tanto en 7,5, (E). La siguiente proposicion da una caracterizacién de los
tipos 0 como antes para los que H verifica la cuarta condicién de la definicién, y por tanto, es un
cono.
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Proposicion 4.5.7. Sea 6 € T, (E) un tipo no nuloy H = {06 : a € R}. Entonces H es un cono
siy solo si & es un (P-tipo o un co-tipo.

Demostracion. Si H es un cono, dado @ > 0, 6 x ¢o € H por la definicién de cono, de modo que
existird B € R con o x oo = 0. Si 0 es no nulo, entonces 0 < (o * ac)(0) = Bo(0) lo que
implica § > 0 ya que ¢(0) > 0. Usando el lema4.5.5|deducimos que o es un £”-tipo 0 un co-tipo.

Reciprocamente, supongamos que ¢ # 0 es un ¢”-tipo o un co-tipo. H verifica las condiciones
1.,2. y 3. de la definicion 4.5.6|como comentdbamos antes de esta proposicion. Para comprobar la
condicién 4. notemos que H C T}, (E) C Ty (E), donde tenemos definido el producto de convolu-
cién. Si a0 'y oo son dos elementos de H, alguno de los cuales podemos suponer no nulo (por
ejemplo o), podemos usar el lema[.5.5]y deducir

(00)x (o) =y (6* ch) =o(fo)=(auf)oc €H.

O]

Sea C un cono y consideremos C; = {c € C: 6(0) = 1}. Dicho conjunto posee las siguientes
propiedades:

(a) C) es compacto: Notemos que si 6 € C; y 6 = lim, a,, para una sucesion (ay,),cn débilmente
nula, entonces significa 1 = 6(0) = 1im,, ||a,||, de manera que

0 () = lim -+ a | < ] +1m s | = ] + 1

Asi pues,
G C [TI0, 1+ lx],
xekE
y puesto que Cj es claramente cerrado deducimos, usando el teorema de Tychonoff, que se
trata de un compacto.
(b) Ci es no vacio, pues tomando 0 # & € C se tiene que 6(0)~'o € C.
(c) C se puede escribir en términos de C; como C = {a.6 : ¢ € Cj, a € R}. En efecto, si ¢ no
es un tipo nulo 6 = 6(0)c(0)~'o donde 6(0)~'o € (.

Por tanto, todo cono C queda perfectamente determinado conociendo C;.
Lema 4.5.8. Todo cono C contiene un cono minimal (para la inclusion).

Demostracion. Sea of la familia de todos los conos B contenidos en C. Se trata de una familia
no vacfa (C € &) donde tenemos definido el orden By < B; siy s6lo si By C Bj. Se trata de una
familia inductiva: dada una cadena H de conos de .7, la interseccién D = gy B s un cono. En
efecto, basta probar que no se reduce al tipo trivial pues en ese caso el resto de propiedades de
la definicion se verifican de manera obvia. Ahora bien, la familia {B; : B € H} sigue siendo una
cadena para la inclusién de manera que Dy = (\g,cg, B1 € D es no vacio por compacidad. Por
tanto, D es una cota inferior de la cadena H en /. Usando el lema de Zorn se deduce el resultado
buscado. O
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Recordar que si X es un espacio normado X sobre K entonces el espectro de un operador
T : X — X se define como el conjunto de todos los elementos A € K para los que 7 — Al es un
operador no invertible, y se denota por spec(T). En el caso en que X = E es un espacio de Banach
y K = C entonces cualquier operador 7 € L(X) verifica que su espectro ¢(7') es un subconjunto
compacto no vacio de C (ver [21] teorema 2.2.6, p. 152]). Probamos ahora la siguiente proposicion
que resultard de utilidad mds adelante.

Proposicion 4.5.9. Sea E un espacio de Banach real o complejo, T un operador lineal y continuo
de E en si mismo y A € R o C un punto frontera del espectro de T. Entonces existe una sucesion

normalizada (x,)nen tal que
lim (T (x,) — Ax,) = 0.
n

Demostracion. Razonaremos por reduccidn al absurdo. Supongamos que existe C > 0 tal que
(T = AD(x)|| = [T (x) = Ax]| = Cllx] (4.14)

para todo x € E. Esto implica que T — A1 es un isomorfismo topolégico en la imagen Im (7 — A1),
aunque no puede ser suprayectiva ya que A pertenece al espectro de T por ser éste un conjunto
cerrado. Fijemos xo € E con d(xo,Im(T —AI)) > 1.

Tomando una sucesion (4,), convergente hacia A con T — A4,[ inversible deducimos que para
cada n € N existe x,, tal que Tx,, — A,x, = xo. Entonces Tx, — Ax, —xo = A,x, — Ax,, lo que implica
|Ay — A|||xa]| > 1y asi lim, ||x,|| = +ee. Pero

=) (2) = (=) (2) + =272

[ [ [
X0 Xn
= + (A — .

Pl 7 Tl

Asi pues
(T-AI)( Xn )HS ||XOH+M'n_A"

[l [l

converge hacia cero, lo que contradice (@.14). O

Definicion 4.5.10. Sean o, B > 0y C un cono. Diremos que un tipo ¢ € C es (a, B, C)-aproximante
si para cada € > 0y para cada entorno V de & existe T € VNC tal que

[(Txat)(x) = (BT)(x)[ <&
para cada x € E.

Como la topologia de T (E) es metrizable, tenemos la siguiente caracterizacién: o es (o, 3,C)-
aproximante si y s6lo existe una sucesion (7,), de elementos de C que es convergente (puntual-
mente) hacia o y verifica

(5 @) (x) — (BT ()] < % para cada n € N,
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Lema 4.5.11. Sea C un cono. Dado o > 0 existe B € [1,1+ ] verificando: para cada n € N existe
un tipo o, € C| tal que

|(onx0oy,)(x) — (Boy) (x)] < % para cada x € E.

Demostracion. Sea o € C1 y (F,| - ||s) el spreading model asociado a ¢ donde abusamos de
notacion para denotar la norma igual que en cpp. Definimos un operador 7 : (cgo, || - ||¢) — (coo, || -
llo) como T (e,) = ex, + ezn+1 donde {e, : n € N} son los vectores de la base canénica. Vamos a
probar que dicho operador satisface la desigualdad

xlle < Tl < (1+ a)|lx]|o (4.15)

para cada x € cqp. La segunda desigualdad es consecuencia de

r(£00)

k k
= = Ajezj—l— lja€2j+1
o ~

c J=1 j=
= (Mo *...x A0 *x A0 *...%x 1;5)(0)
= (a(Mo *...x 40) x (A0 *...x 145)) (0)

k
Zflj(ezﬂraezjﬂ)
j=1

(o2 (o3

<1+ )Mo *... 5 46)(0) = (1 +a)

k
Ajej
o

J c

donde hemos usado que para un tipo débil T

(at*7)(0) =1im ll’rzr/l llan + oan|| < (14 OC)}CfIZI/l llak]| = (1+ ) 7(0).
U m, U %

nu

Por otro lado, usando la invarianza en primer lugar, el hecho de que {e¢, : n € N} es base
1-incondicional de (F, || - ||s) y la condicién 3. de la proposicion4.1.3]se deduce

<T@ s

(e

k
Y Aje;
=1

k
Y Ajes
=1

Por densidad podemos extender T': cop — cop a T : (F, || -|lc) = (F, |- ||¢) (lo denotamos igual
para no complicar la notacién), operador lineal y continuo que sigue verificando las desigualdades

(#.135) por continuidad.
Usando la simetria de o y que la base candnica de cqg es base 1-incondicional se deduce que

IT(x) —eille =[IT(x) +eille = [leille = 0(0) =1

para cada x € cq, desigualdad que se extiende por densidad a todo el spreading model F. Como
consecuencia e; no pertenece a la imagen de Im(7'), con lo que 0 estd en el espectro de T, spec(T).
Llamando f al supremos de spec(7) N [0,0) (que es finito pues el espectro de un operador es
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siempre un conjunto acotado) tenemos que f estd necesariamente en la frontera de spec(7). La
proposicién nos permite afirmar que existe (x,), sucesién normalizada en F tal que

1
T (xn) — Bxnllo < ~ para cadan € N.

Como cqg es denso en F podemos suponer que x, € cop para cada n € N. En efecto, dado x,,
existe x), € cop con ||x, — x| < &, (donde J, es un nimero real positivo, en principio arbitrario,
pero que determinaremos después). Llamando x, = x],/||x}|| se verifica

1T () = Bxylle < T (x5) =T (a) o+ 1B = Bxullo + |7 (xn) — Bt
< (L4 a+ By —xallo + 11T (xn) = Ballo
< (14 a+p)28, + T (xn) — Brallo

con lo que podemos tomar 8, > 0 suficientemente pequefio para que ||7(x))) — x| < 1/n.
Observemos que 1 < ||T(x)||lc < 1+ a por la ecuacién (@.13), luego B = lim, ||T (x,)||s €
[1,1+ o]. Supongamos ahora que

kn ki
Xn =Y Ale; y  T(x) =) Mey+Aloesiq.
i=1 i=1
Definimos

» 0,:= (A0 *...xA] 0) que pertenece a C; C C pues 0,(0) := |lxyloc = 1.
» T, =AloxAloo ... *l,?ncr*l,:;(xc = (A'o*...x A, 0) *x O(A]'C * ... x 4, 0) = O, * 0O,
que pertenece a C.

Entonces ||x+ T (x,)||¢ = Tu(x) por la definicién de 7,, y (B0,)(x) = |[x+ Bx,||s para cadax € E.
Luego

(G0 0003) (x) — (Bow) (x)| = [[|x+ T (x) |6 — [lx+ Bxallo| < [|T(xn) = Bxalle < %
paracadax € E. O

Corolario 4.5.12. Sea C un cono minimal. Dado o > 0 existe 3 € [1,1+ a] tal que cada elemento
de C es (a, B,C)-aproximante.

Demostracion. Sea 3 € [1,1+ o] obtenido como en el lema}4.5.11|y consideremos
A={oe€C: oes(a,p,C)-aproximante }.

Vamos a probar que A es un cono, y por minimalidad deduciremos que A = C.
(1) A 2 {0}, ya que para el B escogido la sucesién del lema admite una subsucesion
convergente (por la compacidad de C) hacia un elemento de C; que es claramente (a, 8,C)-
aproximante, de manera que pertenece a A \ {0}.
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(2) A es cerrado: sea 6 € A, € > 0y V entorno abierto de ¢. Existe entonces un elemento o] €
VNA quees (o, 8,C)-aproximante. Como V también es un entorno de o; existe T € CNV
con

[(Txat)(x) = (Br)(x)| <&

Ya que € > 0 era arbitrario hemos probado que ¢ también es (a, 8, C)-aproximante y, por
tanto, pertence a A.
(3) SeaceAyAeR.

= Si A =0entonces A =0 € A (obviamente el tipo nulo 0 verifica 0 * a0 = $0).
= Si A #0y k€ N verifica k > ||, fijemos sucesién 7, convergente (puntualmente)

hacia o y verificando
1
(7 0T () = (Ba) ()] < .

Entonces la subsucesién oy, verifica

(A0 02,00 (x) — (BAG) (x)] = 4] (001 * 1) (7 ) — (Bow) (3]

y ademds A oy, es convergente hacia Ao, con lo que Ao es (a, B,C)-aproximante.

(4) A es cerrado para el producto de convolucion: Sean 6,7 € A, € > 0y V entorno abierto de
o * 7. Por la continuidad separada existe un entorno W de 7 tal que o * 7y € V para cada
To € W. Como 7 € A, existe 7] € W tal que

(1 0m) (x) — (BT < 5

paracadax € E.
Pero ¢ — ¢ * 71 también es continua, luego existe un entorno U de ¢ tal que su imagen a
través de dicha aplicacién esta contenida en V. Usando ahora que o € A podemos encontrar

o1 € U con c
(01 % a01)(x) = (Bo)(x)| < 5

para cada x € E. Observar que para cualquier tipo débil s = lim,, 4 x,,, como

(o1*xaor*s)(x) = (sxop*x o)) (x) = h’rlln(cl * Qo) (x4 xp)

(Boi +s)(x) = (Bo1+s)(x) = lim (Boy) (x +x,)

por la asociatividad y conmutatividad. De esta manera

(01 % @00y %) (x) — (Boy *5) (x)] <

N M

Lo mismo se puede razonar con Tj.
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Usando lo anterior deducimos que (o * 71) € V verifica

[((o1%71) xa(o1*71)) (x) — (B(01%71)(x)] <
<|((or=m)* (o1 #71))(x) = (Bor = (1% 00m1)) (%) +
[(Bor* (T xam))(x) — (B(o1 % 71)) (%))

<|((o1*xaoy) * (T xoty))(x) — (Boy = (11 x aty)) (x)| +

|((m1*xati)*Bor)(x) — (BT *Bor)(x)|
8 €
S5T5 =

/.\\_/

O]

Corolario 4.5.13. Dado a > 0 existe B > 1 tal que cada tipo ¢ € C; es limite de una sucesion
(o, B)-aproximante de C.

Demostracion. Sea ¢ € C). El corolario anterior garantiza la existencia de una sucesion (6,), C C
que sea (¢, 3)-aproximante que converja a . Como o,(0) converge a 6(0) = 1 podemos suponer
que 6,,(0) # 0 para cada n € N. Llamando A, = (5,(0))~! y tomando una sucesion k, > 1+ |A,|
deducimos que T, = A, Oni, €S Una sucesion que converge puntualmente hacia ¢ y verifica

1
|(Ta % 00Ty) — BTu| < ki |(Out, * AOuk,) — BOuk, | < Py

Luego (7,), € C) es la sucesion que buscamos. O

Para la parte final de la seccién vamos a presentar un razonamiento diferente al que se desa-
rrolla en [7]. En dicho articulo se refieren a un resultado de Namioka [60] sobre la existencia de
puntos de continuidad conjunta de funciones separadamente continuas bajo ciertas hipétesis sobre
el dominio. Con el fin de hacer el capitulo mds autocontenido vamos a adaptar el razonamiento de
[66] (caso estable) al caso débilmente estable.

Recordar que un subconjunto de un espacio topoldgico se dice que es un G si se puede escribir
como interseccion numerable de abiertos del espacio.

Proposicion 4.5.14. Sean (X,d),(Y,p),(Z,0) espacios métricos y f : X XY — Z una funcion
separadamente continua. Si F es un subconjunto cerrado de Z entonces f~'[F] es un conjunto G
enX xY.

Demostracion. La sucesién de conjuntos abiertos F;, = J,cr Bo (z, ) Veriﬁca F =\,en Fy por ser
F un conjunto cerrado. Fijado n € Ny x € X, el conjunto A, := B x{yeY:f(xy eF}
es un abierto en X X Y, en virtud de la continuidad separada de la fun01on f- Para la sucesion de
abiertos G, = |J,cx Anx €n X x Y, consideramos el conjunto G dado por C =(,_; G,. Vamos a
comprobar que f~![F] =C.

Si (x,y) € f~![F] entonces para cada n € N se tiene f(x,y) € F,, luego (x,y) € Ay, C Gy.
Reciprocamente, supongamos que (x',y’) € Cy sea n € N. Por la continuidad de f(-,y’) sabemos
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que existe ny > 2n tal que si d(x,x’) < 1/ng entonces o (f(x,y), f(x',y)) <1/(2n). Como (¥',y') €
Gy, tenemos que existe x € X tal que d(x',x) < 1/ngy f(x,y’) € F,,, donde esta dltima condicién
significa que existe z € F con o(z, f(x,y")) < 1/ng. Usando entonces la desigualdad triangular
deducimos que

1
G(f(xlvy/)7z) S G(f(-xlayl)vf(x7yl>) +G(f(x7y/)72) < % + ;0 < ;7

Hemos probado f(x,y') € F, para cada n € N, de donde (¥,y') € f~'[F]. O

Proposicion 4.5.15. Sean (X, 1)), (Y, T2) espacios topolégicos donde (Y, Tp) posee una base nu-
merable de abiertos y f: (X;71) — (Y,72) una aplicacion tal que f~'[C] es un Gz para cada
subconjunto cerrado C de X. Entonces el conjunto de puntos de discontinuidad de f es un con-
junto de primera categoria en X.

Demostracion. Sea {B,, : n € N} una base de abiertos en Y. Notemos que x € X es un punto de
discontinuidad de f si existe ng € N tal que x € f~![B,] pero x ¢ int (f~'[B,]). En otras palabras,
el conjunto de puntos de discontinuidad de f se puede escribir como

D(f)=J f' B \int(f~'[Bu])-

neN

Por hipétesis, cada conjunto f~'[Y \ B,] = X \ f~![B,] es un Gg, de modo que f~'[B,] es una
unién numerable de cerrados f~'[B,] = Uyen Cr.n- En particular,

fﬁl[Bn] \ int (fil[Bn]) = U Ci.n \ int (fil[Bn])

keN

es también una unién de cerrados con interior vacio ya que f~![B,] \ int(f~'[B,]) posee interior
vacio. Esto prueba que D(f) es unién numerbale de cerrados con interior vacio (densos en ninguna
parte) luego se trata de un conjunto de primera categoria. O

Corolario 4.5.16. Sean (X,d),(X1,d1),(X2,d>) espacios métricos y supongamos ademds que
(X,d) es completo. Sea (g,)nen una sucesion de funciones continuas g, : X — X1 X X2 y (fn)nen
sucesion de funciones separadamente continuas f, : X1 X Xo — R. Existe xo € E tal que f,0g, es
continua en x( para cada n € N.

Demostracién. Si C es un subconjunto cerrado de R entonces £, ![C] es un conjunto G5 en X; x X,
por la proposicién Como g, es continua se tiene que g, '[f, ![C]] también es un G5. Dado
que R tiene base de abiertos numerable podemos aplicar la proposicién @.5.15]y deducir que cada
conjunto D, es de primera categoria en X. El teorema de Baire nos dice que X # U, D,, luego
existe un punto de continuidad comun a todas las funciones. O

Enunciamos ya el resultado fundamental del capitulo.

Teorema 4.5.17. Sea E un espacio de Banach débilmente estable de dimension infinita que no
contiene copias de {'. Entonces existe un £P-tipo para algiin (1 < p < ) 0 un co-tipo sobre E.
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Demostracion. Sea D = {x, : n € N} un subconjunto denso numerable de E y C un cono minimal
en T),(E). Para cada ¢ € Q4 := QN [0,c0) definimos la aplicacién g, : C; — T;5,(E) x T;},,(E)
dada por g,(0) = (0,90). Notemos que se trata de una aplicacién continua sin mas que usar la
caractizacion de continuidad por sucesiones, que es vélida ya que T3, (E) es metrizable.

Por otro lado consideremos la sucesion de aplicaciones f, : T;5,(E) x T3, (E) — [0, 00) definida
como f(0,7) = (0 *T)(x,). Se trata de una aplicacion separadamente continua por el corolario

Componiendo las aplicaciones anteriores obtenemos para cada g € Q, y cadan € N

hng(0) = (fuogq)(0) = (0% q0)(xn).

Como el conjunto C; es compacto, en particular es completo luego podemos aplicar el coro-
lario para obtener un elemento G € C; tal que A, , es continua en dicho punto para cada

neNyqgeQ;.
Por el corolario 4.5.13| para cada ¢ € Q. existe B, € [1,1+¢] tal que & € C; es limite de una
sucesion (g, B)-aproximante (G, 4)m C Ci. Probaremos a continuacién que

G *qG = 3,0 paracada g € Q..
Fijado g € Q4
(6%q0)(xy) =hny(0) = h;ﬁnh”’q(om’q) = lfrin (Om,g * qOm.q) (Xn)

= lgln (BgOm.q)(xn) = (B4O) (%xn)-

Dado o > 0 podemos elegir una sucesién de racionales (g,), con 0 < g, < o que converge
hacia a. Como la correspondiente sucesién f3,, estd contenida en [1, 1+ o] podemos suponer que
es convergente hacia un cierto 8 € [1,1+ «] tomando una subsucesién suya. De este modo

6 %00 =1im(6*¢q,0) =1im(B,,0) = po.
n n
Deducimos que o es un ¢” tipo o un co-tipo por el lema[4.5.5]y la prueba estd completa por el
teorema[4.5.2] O
Es ahora inmediato probar el siguiente resultado fundamental.

Teorema 4.5.18. Si E es un espacio de Banach infinito-dimensional débilmente estable entonces
E contiene un subespacio isomorfo casi-isométricamente a un (P para algiin p € [1,0) 0 bien a
Co.

Demostracion. Si E contiene una copia isomorfa a ¢! entonces también posee una copia casi-
isométrica de dicho espacio por el lema[d.1.7] En caso contrario, podemos combinar los teoremas

y [.5.2] para concluir el resultado. O
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F-bases y propiedad del
subcubrimiento

E L presente capitulo contiene gran parte de los resultados obtenidos en un trabajo de investiga-

cién conjunto con los Profesores Antonio Avilés (Universidad de Murcia), Vladimir Kadets
(Universidad de Kharkov, Ucrania) y Slawomir Solecki (Universidad de Urbana-Champaign, Illi-
nois, USA).

La motivacién del trabajo proviene del problema de determinar cudndo los funcionales e; de
una .7 -base (definicién de un espacio de Banach (E, || - ||) son continuos. En las bases
de Schauder (definicién , las aplicaciones ¢; : E — R que asocian a cada elemento x los
correspondientes coeficientes ej (x) = ax son funcionales lineales y continuos. Sin embargo, para
las .% -bases la continuidad de los funcionales no esta clara.

Durante la IV conferencia sobre Integration, Vector Measures and Related Topics, el profesor
Vladimir Kadets pregunt6 si es cierto que los funcionales ¢; de una .%-base son necesariamente
continuos. Por supuesto, si .# tiene un conjunto finito entre sus elementos entonces el espacio E
es necesariamente finito-dimensional y la cuestién es trivialmente afirmativa. Por ello suponemos
que los filtros .% con los que trabajamos son mds finos que el filtro de Fréchet.

Tomasz Kochanek [49] di6 una respuesta parcial afirmativa a esta cuestiéon, mostrando que
si .% es un filtro que admite una base de cardinal menor que el nimero de pseudointerseccién
p (mds adelante explicaremos con mds detalle de qué cardinal se trata) entonces la respuesta es
afirmativa. La prueba de Kochanek se basa en el teorema de de la aplicacion abierta y en el teorema
de la categoria de Baire, ingredientes que ya se usan en el resultado clasico sobre la continuidad
de los funcionales de una base de Schauder.

Posteriormente, Vladimir Kadets sefialé que la demostracion se podria extender a filtros que
tuvieran una propiedad del siguiente tipo: para cada espacio métrico completo X y cada familia de
subconjuntos de primera categoria {X4 : A € % } en X verificando que A C* B (i.e. A\ B es finito)
implica Xp C Xy, se tiene que Uy # X4 7 X. Notar que se trata de una “extension” del teorema de
Baire

En la primera seccién vamos a introducir el concepto de (D, <)-subcubrimiento (definicién
motivado por la propiedad anterior; asi como el de ideal .#, una nocién dual a la de fil-
tro. Daremos algunos resultados relacionados cuando trabajamos con familia de subconjuntos de
primera categoria en un espacio métrico completo X.
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En la segunda seccién introduciremos con mas detalle el problema de las . -bases y expon-
dremos en detalle una versién ligeramente modificada de la prueba de Kochanek para hacerla
vdlida para filtros que verifican la propiedad que hemos mencionado antes. Daremos en términos
de la propiedad del cubrimiento una condicién suficiente sobre un filtro .# que garantice que los
funcionales e} que dan los coeficientes de la .% -base son continuos.

En la siguiente seccion definiremos el concepto de .# ideal X-Baire, propiedad que se inspira
en el teorema de Baire de espacios métricos completos, y que intenta generalizar este teorema
de familias numerables de conjuntos densos en ninguna parte a familias a familia del mismo tipo
{X4 : A € .} pero indexadas en el ideal .#. Daremos caracterizaciones de los ideales para los
que esta generalizacion del teorema de Baire es cierto, y estudiaremos si ciertas clases de ideales
poseen dicha propiedad, como por ejemplo los ideales analiticos y una generalizacion de P-ideales
no numerablemente generados que introduciremos.

La dltima seccién presenta un resultado en el que sustituimos las familias de conjuntos densos
en ninguna parte por familias de subconjuntos compactos del espacio topoldgico X.

A.1. Propiedad del subcubrimiento e ideales

Recordar que una relacion binaria < sobre un conjunto S se dice que es relacién de preorden
si verifica las propiedades reflexiva y transitiva. En ese caso diremos que (S,<) es un conjunto
preordenado.

Definicion A.1.1. Sea X un espacio topologico, </ una familia de subconjuntos de X cuya union
es X, y (S,<) un conjunto preordenado. Diremos que </ tiene un (S, <)-subcubrimiento de X (o
que (S,<) cubre X con &) si existe una aplicacién mondtona creciente

[:(8,5) = (#,9)

tal que Uges f(d) = X.

Vamos a comenzar estudiando esta nocién en el caso particular en que:

= El conjunto preordenado es un filtro .# sobre N que contiene a los todos los conjuntos
cofinitos (es decir, es més fino que el filtro de Fréchet) con la relacién de preorden < dada
por
A<BsiysélosiBC"A

donde B C* A significa que B\ A es finito.

= o/ serd Meag (X) la familia de los subconjuntos de primera categoria de un espacio topold-
gico X (la notacién procede del término inglés meagre usado para denominar a este tipo de
subconjuntos). Recordar que un subconjunto de un espacio topoldgico X se dice que es raro
o denso en ninguna parte si su adherencia tiene interior vacio; y se dice que es de primera
categoria en X si es unién numerable de subconjuntos raros de X.

= El espacio topoldgico X serd un espacio métrico completo sin puntos aislados (para poder
garantizar que Meag(X) cubre todo el espacio).
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La relacion de preorden definida sobre .% parece poco natural en el sentido de que estamos
invirtiendo con respecto a la inclusién. Para evitar esto podemos recurrir a un concepto dual al de
filtro que es lo que se conoce como ideal.

Definicion A.1.2. Una familia % no vacia de subconjuntos de N se dice que es un ideal (sobre
N) si verifica las propiedades:

(I) SiACByB¢€ .7 entonces A € 5.
(II) SiA,B € . entonces AUB € £
(III) EIl conjunto total N ¢ .7 .

De acuerdo con la definicion anterior, .# es un ideal sobre N si y sélo si la familia de los
complementarios de elementos de .#

F:={N\I:I¢ .7}

es un filtro sobre N. En este caso diremos que .# es el ideal dual de .#. Por ejemplo, para el
filtro de Fréchet (o filtro de los complementos finitos), su ideal dual es Fin la familia de todos
los subconjuntos finitos de N. Todas las propiedades que hemos estudiado sobre filtros pueden
traducirse en términos de ideales usando esta dualidad. Por ejemplo, diremos que una subfamilia
B C .7 es una base de .# si para cada A € .# existe B€ 3 con A C B.

Como vamos a trabajar con filtros que contienen a todos los conjuntos cofinitos, esta propiedad
se traduce en que a lo largo del capitulo supondremos siempre que Fin C .7.

Proposicion A.1.3. Sea . un filtro sobre N, .% su ideal dual, y X espacio métrico completo. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) (F,<) cubre X con Meag(X).
(b) (F,C*) cubre X con Meag (X).
(c) (F,C) cubre X con Meag (X).

Demostracion. La equivalencia entre (a) y (b) es clara ya que la asignacién A — N\ A establece
una biyeccion entre .# e .# con la propiedad de que A < B si y s6lo si N\ A C* N\ B. Esto
permite establecer una correspondencia entre las funciones monétonas f : (%, <) — Meag(X) y
g:(#,C*") — Meag(X) de manera natural.

La implicacion (b) = (c) es clara pues si f : (.#,C*) — Meag (X) es una funcién mondtona
tal que U;c ~ f(I) = X entonces la misma funcién es también monétona vista como f: (&,C) —
Meag (X ), de donde se deduce (c).

Reciprocamente, supongamos que existe una funcién g : (.#,C) — Meag (X ) que es monétona
para los 6rdenes indicados y verifica | J;c » g(I) = X. Podemos definir entonces una nueva funcion
h:.# — Meag(X) como

h(A) =] g(AuU{1,....,n})
neN
para cada A € .#. Notar que AU{l,...,n} € .# para cada n € N ya que Fin C .7, y h(A) es
efectivamente un conjunto de primera categoria en X al ser unién numerable de conjuntos que si
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lo son. De este modo 4 : (.#,C*) — Meag (X) es moné6tona y ademds satisface

U ra)=J g4)=x.

Ace s AeS
OJ

En la siguiente subseccién vamos a mostrar una aplicacion de estas nociones en espacios de
Banach.

A.1.1. Aplicacion a .# -bases

Las .% -bases son una generalizacién del concepto de base de Schauder de un espacio de Ba-
nach.

Definicion A.1.4. Dado un filtro % sobre Ny un espacio de Banach (E, || - ||) decimos que una
sucesion (e,)_, de elementos en E es una % -base de E si 'y solo si para cada x € E existe una
linica sucesion de escalares (ay);_, tal que

n
x=1im ) ae;
n’yk;l

en la topologia de la norma.

En ese caso denotaremos a, = e;,(x) y S,(x) = Y;_; €7 (x)ex para cada n € N. Las aplicaciones
e; — R son claramente lineales por las propiedades de los limites a través de filtros y la unicidad
de los coeficientes.

Este tipo de bases, asi como algunos conceptos mas generales, han sido estudiados en [37]]
bajo la suposicién adicional de que los funcionales ¢} eran continuous.

Como hemos comentado en la introduccion, Tomasz Kochanek [49] probé que si % es un
filtro que admite una base de cardinal menor que el nimero de pseudointerseccién p (més adelante
explicaremos con mds detalle de qué cardinal se trata) entonces los funcionales e; son continuos,
lo que incluye el caso de una base de Schauder. El profesor Vladimir Kadets hizo la observacién
de que una modificacién de dicha prueba permitia obtener de manera mds general: si el filtro
F verifica que (F,<) no cubre E con Meag (E) entonces cualquier % -base de E tiene sus
funcionales e continuos. Vamos a ofrecer una demostracién detallada de este hecho modificando
la prueba del articulo de Kochanek [49]. Comenzamos primero con un lema.

Lema A.1.5. Sea .7 un filtro 'y (e,);r_, es una .7 -base de un espacio de Banach E. Para cada
A € .F consideramos

Eq:={x € E :sup||S;(x)[| <o}
keA

y el funcional || - || : E4 — [0,00) definido por

[[xlla = sup ISk (x)]]-
keA

Entonces (Ey, || - ||a) es un espacio de Banach con || - ||4 > || - ||-
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Demostracion. El hecho de que E4 es un subespacio es una consecuencia inmediata de la lineali-
dad de las S. Para ver que || - ||4 es una norma en X4, notemos primero que ||x|| < ||x||4 para cada
x € E,. En efecto, supongamos que ||x||4 < 8. Para cada 1 > 0 existe B € .% tal que k € B implica
||Sk(x) —x|| < 7, con lo que si k € AN B entonces la desigualdad triangular nos da

el < floe = Sl + 1Sk () | < 1+ lxlla <1 + 6.

Como 1 > 0 es arbitrario se deduce ||x|| < 6.

Es claro que || - [|4 es un funcional no negativo, y si ||x||4 = 0 entonces ||x|| = 0, luego x = 0.
El resto de propiedades de una norma son consecuencias inmediatas de la linealidad de los S y el
hecho de que || - || sea una norma.

Afirmamos ahora que (Ey, || -||4) es un espacio de Banach. Sea (x,);"_; una sucesién de Cauchy
en dicho espacio. Para cada € > 0 existe un nimero natural m € N tal que si p,g > m entonces
||Sk(xp) — Sk(x4)|| < € para todo k € A. Fijados p y ¢ como antes, podemos elegir k de manera que
1Sk(xp) —xp|| < €/3y [|Sk(xg) —x4|| < €/3. Estas tres desigualdades implican que ||x, —x,|| < &

si p,q > m. En otras palabras, la sucesion (x,);"_, es de Cauchy en (Ey, || - ||). Por la completitud
de E existe un elemento z en la || - |-clausura de E4 tal que
lf’Ilonn—Z” =0. (A.1)

Afirmacién: z € E4 y ademds (x,),cn converge en norma || - ||4 hacia z.
Vamos a probar la afirmacién. Comenzamos observando para cadak € Ay p,q € N se tiene

||Sk(xp) _Sk(xq)H = ||Sk(xp_xq)|| < pr_quA7

lo que muestra que (Sk(x,));_; es una sucesién de Cauchy en (X, || - ||) para cada k € A. Ade-
mds cada uno de sus elementos Si(x,) pertenece al subespacio finito-dimensional (y por tanto,
cerrado) span{e; : 1 <i < k}. Existe entonces y; € span{e; : 1 <i <k} tal que

tim Sier) — e} = 0. (A2)

Para cada j € N denotemos por o; = ¢} (yx) sik € Ay j < k. Esta definicién no depende de la
eleccion del k, ya que si j < k </ entonces la continuidad de e sobre el espacio finito-dimensional
span{e; : 1 <i <1} nosda

e; (yk) = e;"(limSk(x,,)) = lime;(Sk(x,)) = h'mej (S1(xn)) = €;(31)-
n n n
Vamos a probar ahora que
n
=i o
Z I’lrgkgl k€ks

o también Sy (z) = yi para cada k € A. Para ello fijamos € > 0 y elegimos m € N tal que sin > m
entonces || S (x,) — Sk (xm)|| < €/3 (paracadak € A) y ||x, —x,|| < €/3. Ahora elegimos B € .7 tal
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que para cada k € B se tenga que ||Sx(x;,) — xm|| < €/3. Entonces ANB € % y paracadak € ANB
se tiene lo siguiente

[yx =zl = [[1m.8; (x,) — x|

< lim (1S (m) — Sk () || =[Sk () — X | +1im ([ — Xn|| < €.

EStO muestra que

z=I1im k-
h£7y

Ademads para cualquier k € A y m € N elegido como antes se tiene que
Vel < flzl] 41im [}k (om) = S e [[ 4 11Sk () = Xom | 4 1im [l — x|
1 1 2
< Nzl + g€+ [1SkCom) Il + llvml| + 58 < 5&+ 2l + llxmlla + vl

lo que implica

sup [|S(2)|| = sup [|yk[| < e,
keA keA

luego z € E4. Ahora bien, para cadan € N
[0 —zlla = sup [[Sk (xn) — Sk (2) || = sup ||k (xx) — 1 S (x|
keA keA m

< limsupsup ||Sk(xn) — Sk (xn)|| = Hmsup ||x, — X |4,
m  keA m

de donde se sigue que lim,, ||x, — z||4 = 0 usando que (x,),en era de Cauchy en (Eq4, || |a). O
Probamos ya el resultado que motiva esta seccion.

Teorema A.1.6. Supongamos que (e,)r_, es una F-base de un espacio de Banach E. Si (F,<)
no cubre E con Meag (E) entonces e, € E* para cada n € N.

Demostracion. La familia {E4 : A € .7 } del lema anterior verifica las siguientes propiedades:

(a) SiA C* Bentonces Ep C E4. Para comprobarlo tomemos x € Eg. Como
supgep ||Sk(x)|| < ooy A\ B es finito entonces el supremo sup, 4 ||Sk(x)|| también es finito y
deducimos que x € Ey4.

(b) El espacio E es la unién de los E4. En efecto, si x € E entonces por definicién de limite a
través de .% existe A € .Z tal que si k € A entonces ||Sg(x) —x|| < 1, luego supyc4 [|Sk(x)|| <
1+ ||x|| y se deduce x € Ej.

Para cada A € .# consideramos la aplicacion inclusién iy : (Ea, |- ||a) = (E,]| -]|). Por el lema
anterior sabemos que se trata de una aplicacién continua ( pues || - |4 > || - ||) entre dos espacios
de Banach. El teorema de la aplicacion abierta [21), teorema 3.4.5, p. 278] afirma que se da una de
las siguientes opciones:

(i) Laimagen de E, es de primera categoria en (E, || - [|).
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(ii) i4 es suprayectiva y abierta.

Afirmamos que para algiin A € .% debe satisfacerse la propiedad (ii), ya que en caso contrario
cada E4 serfa de primera categoria en E y por las propiedades (a) y (b) tendriamos que (%, <)
cubre E con Meag(E), contradiciendo la hipétesis del enunciado sobre el filtro .%. Fijemos enton-
ces A € Z tal que iy es suprayectiva y abierta. Como dicha aplicacién es inyectiva, la aplicacién
inversa es lineal y continua, luego existe K > 0 tal que ||Sx(x)|| < K||x|| paracadax € E'y k € A.

Fijado j € N arbitrario vamos a probar que ¢’ es continua. Supongamos, por reduccién al ab-
surdo, que existe una sucesion (x,),_; de elementos de E tal que ||x,|| = 1 paratodon € Ny €7 (x,)
diverge hacia infinito. Fijemos ahora un indice £ > j. Como los vectores ey, ..., e, son linealmente
independientes y el subespacio span{e; : 1 <i <k,i# j} es cerrado (finito-dimensional) deduci-
mos que

O =inf{|lej+y|:y€span{e;: 1 <i<k,i# j}}>0.

Dado que
k
Sk(xn) = €} (xn)e; + Z e; (xn)e;
i=1,i#j
se verifica
1Sk (xn)[| = 8|€(xn)] — oo sin — oo,
lo que contradice el hecho de que cada S es continua. O

La cuestion natural ahora es saber qué filtros .% verifican la condicién de que (%, <) no cubre
E con Meag (E) para cualquier espacio de Banach E. En virtud de la proposicién esta
pregunta se puede escribir también en términos de ideales: ;qué ideales .9 sobre N verifican que
(#,C) no cubre E con Meag (E) para cualquier espacio de Banach?.

Una primera observacion es que todo ideal que admita una base numerable (y por tanto todo
filtro numerablemente generado) posee tal propiedad. En efecto, supongamos que .# admite una
base numerable f y sea f : (.#,C) — Meag(E) una funcién monétona. Entonces

U @)= s8)

Aey Bep

es una unién numerable de conjuntos de primera categoria en E, luego también es de primera
categoria en E. Por tanto, dicha unién no puede coincidir con £ ya que todo espacio métrico
completo es de segunda categoria en si mismo por el teorema de la categoria de Baire.

Este razonamiento se puede generalizar para espacios métricos completos separables usando
cardinales especiales. El nimero de pseudointerseccién p ( ver pseudointersection number en 35,
11B (c)]) es el menor cardinal para el que P(p™) es falso, donde P(k) es la siguiente afirmacion:
si o/ es una familia de subconjuntos de N con cardinalidad |</ | < K y AoNA1 N ...A, es infinito
para cualesquiera elementos de <7, entonces existe un subconjunto infinito B C N tal que B\ A es
finito para cada A € <f . Puede obtenerse una versién mds general del teorema de la categoria de
Baire para espacios métricos separables (o espacios polacos) X: la unién de menos de p conjuntos
de primera categoria en X es un conjunto de primera categoria (ver [35 22C corollary]).

Recordar que el caracter x(.%#) de un filtro .% es el menor cardinal de una base de .7 .
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Corolario A.1.7. [49] Si (%) < p entonces toda .7 -base de un espacio de Banach E verifica
que los funcionales e;; son continuos para todo k € N.

Demostracion. Si un espacio E posee una . -base entonces es separable, ya que
spang {e, : n € N}

es denso en E, de manera que no puede ser unién de menos de p conjuntos de primera categoria
por la version de teorema de Baire que menciondbamos antes. Si 8 es una base de .% de cardinal
menor que p entonces para cualquier funcién f : (%, <) — Meag (E) tendriamos que

\J Ea=J Es #E.

AceF Bep

La primera igualdad se sigue del hecho de que para cada A € .% existe B € B con B C A, luego
A < By f(A) C f(B). Esto prueba que (.#,<) no cubre E con Meag(E), y podemos usar el
teorema[A.1.6| para deducir el resultado. O

Si asumimos el axioma de Martin p = ¢ (el cardinal del continuo) entonces todo ideal con
cardcter menor que ¢ verifica las hipétesis del corolario anterior.

A.2. Cubrimiento por conjuntos densos en ninguna parte

En lo que sigue (X,d) denotard a un espacio métrico completo.

Nuestro interés se centra en encontrar aquellos ideales (.#,C) que no cubren espacios métri-
cos completos X con Meag (X). En particular, este tipo de ideales no pueden cubrir los espacios
métricos completos X con NWD (X) la familia de los subconjuntos raros o densos en ninguna par-
te (nowhere-dense). Parece razonable comenzar estudiando aquellos ideales (.#, C) que verifican
esta dltima propiedad mds débil.

Por analogia con la teoria de categorias de Baire vamos a introducir la siguiente definicion
para simplificar.

Definicion A.2.1. Diremos que un ideal .9 sobre N es X-Baire si .% no cubre X con NWD (X).
En otras palabras, si para cada funcién mondtona f : (#,C) — NWD (X) se tiene que

U ra) #x.

Aed

Como consecuencia del teorema de Baire se tiene que todo ideal .# numerablemente gene-
rado es X-Baire para cada espacio métrico completo X. No estd claro si existen mas ideales que
verifiquen esta propiedad.

Cuestion A.2.2. ;Existen ideales no numerablemente generados que sean X-Baire para todo
espacio métrico completo X ?
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En esta seccion discutiremos esta cuestion, ofreciendo una serie de resultados que caracterizan
propiedades similares a la anterior cuando X varia en una cierta clase de espacios métricos com-
pletos. Probaremos también que para estudiar si un ideal .# verifica la propiedad anterior podemos
limitarnos a espacios con cardinal menor que ¢ (el cardinal del continuo).

Si D es un conjunto discreto infinito con la métrica d(x,z) = 1 si x # z y d(x,x) = 0, entonces
el producto cartesiano DY equipado con la topologfa producto tiene estructura de espacio métrico
con la distancia definida por

oo

p(x,z)=Y) d(x;;zn)

n=1

para cualesquiera X = (x,)neN,Z = (Zn)nen € DV,

Definicion A.2.3. Para un espacio topoldgico arbitrario Y se define su peso w(Y) como el menor
cardinal de una base de abiertos de Y .

Para el espacio métrico anterior se tiene que w(D") = k donde K es el cardinal (infinito) de D.
En efecto, la familia de todos los abiertos de la forma

{x}x..x{m}xDxDx...

con xi, ...,x, € D, es una base de DY que tiene cardinal k. Por otro lado, cualquier base de abiertos
tiene al menos un elemento contenido en {x} X D x D x ... para cada x € D. Como éstos son K
conjuntos disjuntos, deducimos que el cardinal de dicha base es mayor o igual que .

Si 6 : N — D es un elemento de D" denotaremos 6o =0y 6| = (o(1),...,5(k)) para cual-
quier k € N. El conjunto de todas las sucesiones finitas de elementos de D se denotard por D<N
.Sit=(t1,....,t,) € DNy k < n escribiremos t|; = (t1,...,#;). Dados elementos s,z € D<N escri-
biremos s < ¢ si 7 es una extension de s; es decir, si s = (s1,...,85¢), t = (1,...,1,) verifican k < n
y t|x = 5. Podemos claramente extender el orden anterior a ¢ € DNy s = (s1,...,5;) € D<N es-
cribiendo s < 0 si G| = s. Si s es como antes y & € D denotaremos por s" ¢t = (sy,...,5, &) la
sucesion finita que resulta de extender s afiadiendo « al final.

Con esta notacién, una base de abiertos de D" es la familia {U, : s € D<N} formada por los
conjuntos de la forma

Us::{GEDNzaks}.

Notemos que (D<N, <) se puede ver también como un 4rbol cuyo nodo-base es la sucesién
vacia y los sucesores inmediatos de cada nodo s son los elementos de la forma s”o¢ para todo
a € D. Ademis cada elemento o € DY puede identificarse con la rama del arbol

{seDN:5< 0} ={ol: ke NU{0}}.

Toda funcién f definida sobre D<N y tomando valores en un conjunto E puede considerarse
como un drbol en E cuyos nodos son los f(s) y cada par de nodos de la forma (f(s), f(s o)) estin
conectados por una arista.
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Teorema A.2.4. Sea D un conjunto discreto de cardinalidad x. Para un ideal % sobre N las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) & es X-Baire para cada espacio métrico completo X con peso w(X) < K.
(2) . es DN-Baire.
() Si f: DN = P(.F) es una funcién monétona tal que para cada s € DN
(a) f(s) es hereditario, i.e., A C B € f(s) implica A € f(s).
(b) S = Ut;sf(t)'
Entonces existe una rama & € DN tal que J; s f(s) = .
@) Si f: DN = P(.F) es una funcién monétona tal que para cada s € DN

(a) f(s) es hereditario.
(b) I = UoceDf(sAa)'
(c) f(s) =Naep f(s"a).

Entonces existe una rama & € DN tal que J; 5 f(s) = .

Demostracion. (1) = (2) y (3) = (4) son obvias.
(2) = (3): Supongamos que tenemos una funcién f : DN (.#) como en (2). Podemos
definir una aplicacién F : .# — NWD(D") como

F(A)={ceDY:A¢ f(c|i) paracadak e N}.

Cada conjunto F(A) es cerrado ya que si 0 no pertenece a F(A) entonces existe k € N tal que
A € f(o]i). Por tanto A € f(t|;) para cada T € DN con T = &, de modo que ¢ € Usik SX\F(A).
Por otro lado F(A) es denso en ninguna parte ya que de lo contrario contendria un conjunto abierto
Uj no vacio, y para cada ¢ € DY con ¢ 3= s, el elemento & perteneceria a F (A). En otras palabras,
A ¢ f(r) para cada t = s lo que entrarfa en contradiccion con (b).

Usando la hipétesis (2) deducimos que existe un elemento & € DN\ |, » F(A). La rama que
corresponde a ¢ verifica la condicién que queremos ya que cualquier A € .# satisface o ¢ F(A),
lo que significa que existe ko € N tal que A € f(0ly,)-

(4) = (1): Consideremos una base de abiertos {Wy, : & € D} (repitiendo elementos si es nece-
sario). Vamos a construir un arbol {V; : s € D<N} de la siguiente forma: Vp = X y los elementos
del siguiente nivel son V(q) := Wy para cada o € D. Supongamos que hemos construido el nodo
V, para s € D<N, los sucesores inmediatos serdn aquellos conjuntos abiertos Wy, tales que Wy, C V;
y didmetro diam(Wy,) < diam(Vj)/2 (algunos de estos abiertos pueden aparecer repetidos para re-
llenar todos los nodos s”3). Observemos que para cada ¢ € DV, la rama {Vs|, : k€ NU{0}} tiene
como interseccién un conjunto unipuntual (completitud) cuyo tnico elemento vamos a denotar
por ps. Por supuesto diferentes ramas podrian determinar el mismo punto y es también claro que
todo elemento de X puede ser obtenido tomando la interseccién de alguna de estas ramas. Cada
abierto V; (nodo del arbol) se puede describir como

Vi ={ps:0=s}.
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Supongamos que F : .# — NWD(X) es una funcién monétona que toma valores cerrados.
Vamos a definir una nueva funcién f : D<N — 2(.#) como

f(s)={Ae .7 F(A)NV, =0}

Se trata de una funcién mondtona que verifica la condicién (a) por ser ' monétona. Para ver
la condicién (b), fijado s € D<N y dado A € .# sabemos que F(A) no contiene al conjunto abierto
Vi porque es denso en ninguna parte, luego existe p € V; \ F(A). Tomemos ahora un conjunto
abierto Wy, tal que diam(Wy) < diam(V(s))/2y p € Wy C Wy C V, \ F(A). Sabemos que este
We debe coincidir con algiin elemento Vg, luego A € f(s"3). Finalmente, para ver la condicién
(c) notemos que la inclusién f(s) C Ngep f(s°a) es clara por monotonia, luego basta ver que es
de hecho una igualdad. Si s € D<N'y A ¢ f(s) entonces V; N F(A) # 0, de modo que existe un
elemento ps (0 = 5) que pertenece a dicha intersecciéon. Como consecuencia, si ponemos que s
sea una sucesion de longitud k entonces Vi), | = Vs (k1) también tiene interseccion no vacia con
F(A),conlocual A ¢ f(s"o(k+1)).

Por hipétesis, el drbol f contiene una rama que corresponderd a un cierto elemento o € DN tal
que la unién de sus nodos coincide con .#. Por tanto, ps ¢ Jsc.» F(A), ya que cada A pertenece
a f(o|x) para algin k € N, lo que implica que F(A) NUg|, = @ mientras que pg € Uy O

|« |k

Lo interesante del teorema anterior es que las condiciones (3) y (4) son propiedades intrinsecas
al propio ideal .# que no dependen de ningln espacio métrico completo. La condicién (3) no
impone demasiadas condiciones sobre f, de manera que puede ser util para ver que un cierto ideal
# es DN-Baire, mientras que la propiedad (4) es mds restrictiva en sus condiciones luego puede
ser mds ttil para comprobar que .# no lo es.

Las afirmaciones (2) y (3) del teorema [A.2.4] se pueden simplificar en el caso de espacios
métricos separables completos ya que en este caso basta ver qué ocurre con el espacio de Cantor
2N, tal y como mostramos en el siguiente corolario.

Corolario A.2.5. Para un ideal .% sobre N las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) Z es X-Baire para cada espacio métrico completo separable.

(2) # es X-Baire para cada espacio métrico compacto.

(3) .7 es 2N-Buaire.

(4) Si f:2<N P(I) es una funcion mondtona tal que para cada s € 2<N tiene las siguientes
propiedades:

a) f(s) es heredirario.
b) Ut>;sf(t) = j

Entonces existe 6 € 2" tal que Uyey f(O)1) = 7.

Demostracion. (1) = (2) = (3) son implicaciones obvias.

(3) = (4): Es enteramente andloga a (2) = (3) del teorema[A.2.4]

(4) = (1): Supongamos que la condicion (1) es falsa. Por el teorema[A.2.4]existe una funcién
mono6tona f : NN — (.7) tal que f(s) es hereditario y U, f(¢) = .# para cada s, pero la
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unién de los nodos de cualquier rama estd estrictamente contenida en .#. Vamos a construir una
aplicacién suprayectiva y monétona 4 : 2<% — NN de manera que g = f o h contradice (4).

Si s € 2<N entonces s puede verse como una sucesion finita (quizas vacia) de bloques de ceros
separadas entre ellas por un 1. En este sentido, podemos asociar a cada s € 2<™ un tinico elemento
h(s) =d € N<N de la siguiente manera: si s = (00...0) entonces le asociamos d = (. En otro caso, s
se puede escribir como s = (0F110%21...0k 10%+1) y le asociamos el elemento d = (k; +1,...,k, +1)
(s6lo contamos los bloques de ceros consecutivos que van seguidos de un uno). Por ejemplo, para
(01) tendriamos (2), para (001100010) seria (3,1,4), y a (000) le asociamos 0. Es claro que se
trata de una aplicacion suprayectiva y mondtona.

El arbol g satisface las mismas condiciones que f: es claro que es mondtona, satisface (i)
porque los nodos son todos nodos de f; verifica (ii) ya que al fijar un nodo cualquiera g(s) del
arbol g se tiene que entre los nodos que quedan por encima {g(z) : 7 = s} estdn contenidos todos
los nodos de {f(r) : r = h(s)} cuya unién es todo el ideal .# por hipétesis; y la dltima propiedad
es una consecuencia del hecho de que los nodos que estdn en una rama de g estdn también en una
rama de £, cuya unién no es todo el ideal .# por hipétesis. Esto contradice (4).

O

En [9, Definition 4.2] los autores introducen el concepto de category respecting filter. Sefalar
que un filtro es de este tipo si y sélo si el ideal dual .# es K-Baire para cada espacio métrico
compacto K. Entre las propiedades de este tipo de filtros estudiadas en dicho articulo estd en que
se trata de filtros que tienen la propiedad de Schur: toda sucesién de elementos de ¢! que sea
# -convergente hacia 0 en la topologia débil es también .% -convergente en norma hacia 0.

Hasta ahora hemos visto que para estudiar si un ideal .# es X-Baire para cada espacio métrico
completo con peso w(X) < k podemos limitar nuestro estudio al espacio DN, donde D es un
espacio discreto con cardinalidad k. Nuestro siguiente paso es mostrar que podemos dar una cota
superior al cardinal x. Para ser mas especificos vamos a probar que basta estudiar espacios X con
peso menor o igual que el cardinal del continuo ¢. Primero necesitamos una proposicion.

Proposicion A.2.6. Supongamos que X es un espacio métrico completo con |X| > ¢y {Dg }ac. es
una familia de elementos de NWD(X). Entonces existe un subconjunto cerrado Q C X con car-
dinalidad |Q| = ¢y tal que para cada o. € ¢ el conjunto Dy, NQ es no vacio y pertenece a NWD(Q).

Demostracion. Por induccién vamos a construir una familia de conjuntos {Q,},cn con las si-
guientes propiedades para todo n:

(i) Q, tiene cardinal menor o igual que c.
(i1) Qpp1 2 Q.
(iii) Para cada a € ¢y todo p € Q, N Dy existe (yx)ken € Qi1 \ Dg tal que (yx)ren converge
hacia p.
Para n = 1 tomamos como € cualquier subconjunto de cardinalidad igual a ¢ de X que inter-
seca a todos los Dy (& € ¢). Ahora supongamos que ya hemos definido Q,, y queremos construir
el siguiente. Para cada o € ¢y todo p € Q, N Dy existe (y FVeen € X \ Dy que converge hacia p
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si k tiende a infinito. Definimos entonces
Qi1 = QU : pEDeNQy, 0 € ¢,k €N}

Es claro que |Q,+1]| < ¢ yaque |Q,| < ¢y para cualesquiera p € Q, y & € ¢ estamos afiadiendo
como mucho una cantidad numerable de elementos. El hecho de que la familia asi construida
verifica las propiedades (ii) y (iii) es clara por construccién.

Ahora consideremos Q = J, Q,, que también verifica |Q| < ¢. Ademds su clausura en X, Q
también satisface |Q| < ¢. Ne efecto, al estar trabajando en un espacio métrico todo punto en la
clausura de un subconjunto es limite de una sucesidn en tal subconjunto. No obstante, el nimero
de sucesiones distintas que se pueden formar estd acotado por ¢® = ¢. De este modo, para ver que
Q es el conjunto cerrado que estamos buscando s6lo tenemos que comprobar que cada Dy N Q es
raro en Q. Supongamos que existe & € ¢ y un conjunto abierto U sobre X tal que

0AUNQCDyNQ.

Por tanto
0AUNQCDyNAQ.

Si tomamos p € U N entonces existe ny € N tal que p € UNK,,,. Usando (iii) podemos encontrar
y € UNQy+1\ Dy, lo que es una contradiccion. L]

Concluimos ya el siguiente resultado.

Corolario A.2.7. Sea .% un ideal sobre N. Si .% es X-Baire para todo espacio métrico completo
X con cardinalidad menor o igual que ¢ entonces es X-Baire para cualquier espacio métrico
completo X.

En particular, si .9 es DN-Baire donde D es un conjunto discreto de cardinalidad ¢ entonces
es X-Baire para cada espacio métrico completo X.

Demostracion. Supongamos que .# es X-Baire para cada espacio métrico completo X con cardi-
nalidad igual o menor que ¢. Si Y es un espacio métrico completo con cardinalidad mayor que ¢ y
F : . — NWD(Y) es una funcién mondtona, el teorema anterior nos permite obtener un subes-
pacio métrico completo Q de Y tal que la funcién G : .# — NWD(Q) definida para cada A € .
como G(A) = F(A) NQ estd bien definida y es claramente monétona. Como

Q2 |Jea)=( | F@)|ng,
Aes Aes
deducimos que e s F(A) #Y.
La tdltima afirmacion del enunciado es una consecuencia inmediata de la primera y el teorema

A24 O

Finalizamos la seccién volviendo a la cuestién planteada al comienzo de la misma sobre si
existen ideales X-Baire para cada espacio métrico completo aparte de los numerablemente gene-
rados. La respuesta es afirmativa si recurrimos a resultados de teoria de conjuntos relacionados
con el axioma de Martin.
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Corolario A.2.8. Asumiendo el axioma de Martin p = ¢ se tiene que todo ideal . con una base
de cardinalidad menor que ¢ es X-Baire para cualquier espacio polaco X.

Demostracion. Basta usar una version del teorema de la categoria de Baire para espacios métri-
cos separables (0 espacios polacos) X: la unién de p conjuntos de primera categoria en X es un
conjunto de primera categoria (ver [35 22C corollary]). O

A.3. Ejemplos

En esta seccién mostraremos que para una amplia clase de ideales, como los ideales analiticos
o los P-ideales, la propiedad de ser X-Baire para todo espacio métrico completo X es equivalente
a que dicho ideal sea numerablemente generado.

A.3.1. P-ideales generalizados

Por definicion, un ideal .# se dice que es un P-ideal si satisface que para cada subfamilia
contable (A,),en C # existe un elemento A € ¥ tal que A, \ B es finito para cadan € N, i.e.,
A, \ A € Fin. Ademds, si .# no es contablemente generado entonces para cada A € .# existe
B € .7 tal que B\ A es infinito (i.e. B\ A ¢ Fin). Esto motiva la siguiente definicién que generaliza
a los P-ideales no numerablemente generados.

Definicion A.3.1. Sean .7, % ideales sobre N. Decimos que .# es un P-ideal con respecto a %,
de manera abreviada escribimos (P,.%y)-ideal, si satisface las siguientes condiciones:

(I) Para cada sucesion (A,)nen C I existe A € F tal que A, \ A € S para cadan € N.
(II) Para cada A € . existe B € .9 tal que B\ A ¢ %.

El siguiente ejemplo muestra como se puede construir (P, %)-ideales que no son (P,Fin)-
ideales.

Ejemplo A.3.2. Supongamos que % 2 Fin es un P-ideal no contablemente generadoy 7 2 Fin
es otro ideal arbitrario. La suma directa de ambos ideales % & 7 se define (ver [34, p. 8]) como
la familia de todos los subconjuntos A C N x {0,1} (donde identificamos N x {0,1} con N) ral
que

A’={neN:(n0)cA}c S andA' ={necN:(n,1)cA}c 7.

Escribimos también %' == .9 ®Fin, ¢':=Fin® 7.

Afirmamos que .9 © ¢ es un (P, /’)—ideal. Para ver (1), si (A;)nen es una sucesion de ele-
mentos en I @ 7 sabemos que existe I € .7 tal que AY\ I es finito para cada n € N por ser .&
un P-ideal. De este modo

AN (X {0}) C (AN 1) x {0 U (Al x {1}) € 7.

Por otro lado, dado A € 9 © ¢ tomamos I € J satisfaciendo que 1 \ A® es infinito, de manera

que se verifica (I x {0})\A ¢ 7.
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Observar ahora que si .9 @ ¢ es un (P, Fin)-ideal entonces ¢ es un P-ideal, ya que dada
una familia (J,)nen en 7 existe A€ I @ ¢ tal que (J, x {1})\ A es finito (y por tanto J, \ A!
es finito también) para cada n € N.

Si hubiéramos tomado el ideal ¢ que no fuera P-ideal entonces tendriamos que % © ¢ es
un (P, /’)—ideal que no es (P, Fin)-ideal.

Consideremos (4w, || - ||-) €l espacio de Banach de las sucesiones acotadas de nimeros reales.
Podemos definir el limite de una sucesion a través de un ideal .# sobre N en funcién del limite
de la sucesion a través del filtro dual. Asi pues, una sucesion (x,),ecn €s -#-convergente hacia x si
para cada € > 0 el conjunto {n € N : |x,, — x| > €} pertenece a .#.

De este modo, para cualquier ideal .#, sobre N el conjunto

Co(f()) = {(xn),,eN €l : limx, = 0}
n,%
es un subespacio cerrado de /... En efecto, si X = (x,),en no pertenece a dicho conjunto entonces
existe € > 0 tal que {n € N : |x,| > €} no pertenece a .#. Se comprueba entonces que B(x,€/2)
tiene interseccion vacia con co(#), pues si (yn)nen perteneciese a dicha interseccion tendriamos
que ‘yn’ > ’xn‘ - ’yn _xn’ 2 |xn‘ - 8/2 y

{neN:|x,| >e} C{neN:|y|>¢e/2} € A,

lo que es una contradiccion.

La norma standard del espacio de Banach cociente (.. /co(-#) se puede describir como sigue:
||[x]]| < & siy s6lo si paracadan > 0 tenemos que {n € N: |x,| >N} € . Enefecto, si ||[x]|| <
entonces existe y € co(#) tal que ||x+ Y|l < 1. Como {n € N: |x,| > n} estd contenido en el
conjunto {n € N : |y,| > n —|[x+y||} € H entonces se deduce que también debe pertenecer a
4. Reciprocamente, si § > 1 verifica {n € N : |x,| > n} € % entonces podemos definir y como
Yn = —Xn Si |x,| > 1N 0y, = 0 en caso contrario. El elemento y € ¢o(-%) y ademds ||x+y|| < n.

Si (xn)nen, (Vn)nen son sucesiones de nimeros reales escribiremos (x;)nen < (Vn)nen Si X; <
v, paracadan € N.

Proposicion A.3.3. Si .7, %, son ideales sobre N tales que ¥ es un (P, .%)-ideal, entonces ¥ no
es X-Baire para un cierto espacio métrico completo X.

Demostracion. El espacio que estamos buscando sera construido como un subespacio de E =
U /co(H). Para cada A € & consideramos el siguiente subconjunto de E

Fy = {[(xn)neN] :0< (xn)nEN < XA}

La familia {F4 : A € .#} tiene las siguientes propiedades:

1. Cada Fj es un conjunto cerrado. Basta ver que el conjunto H = {[(xn)nen] : 0 < (xn)nen} €8
un cerrado, pues Fy se puede escribir como interseccién de este conjunto y un trasladado de
éste. Si tomamos una sucesion ([(x%),cn])ren en dicho conjunto H que sea convergente a un
cierto [(z,)nen| vamos a probar que la sucesion (z),)nen dada por z, =0siz, >0y 2z, =z, si
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zn < 0 pertenece a co(-#%), en cuyo caso tendremos que [(z,)nen] = [(2n)nen — (2)nen] € H
pues z, —z,, > 0 para cadan € N.
Dado & > 0 existe k € N tal que ||[(x*),en] — [(za)nen] || < 8, luego el conjunto

(neN:|xt—z,|>8} e A

por la observacién hecha antes de esta proposiciéon. Como x* > 0 para cada n € N, tendremos
que si |z,,| > & entonces z, = z, < 0 de modo que

Wz =xk —z, >k 46> 8,
luego
(neN:|Z|>8}C{neN:|xk—z|>8}c A

2. SiA,B€ . entonces A\ B € % siy s6lo si F; C Fg. De hecho, supongamos que A\ B € .%,
y sea (X, )uen una sucesion que verifica 0 < (x,)nen < ¥a. La sucesion (y,),en definida por
yn=0sin¢ A\B,y, = —x, sin € A\ B pertenece a co(-%). Por tanto

[(Xn)neN] = [(Xn)neN + (Vn)nen] € Fa.
Por otro lado, siA\ B ¢ .9 y Fy C Fp entonces [xa] € F, luego existe (y,)nen € co(H) tal
que
0 < x4+ (Yn)nen < X
En ese caso, para cadan € A\ B se verifica y, = —1, luego

fneN:|yl>1/2} 2A\B ¢ 4.

Esto contradice el hecho de que (¥n)nen € co(H).

3. Si A C Bentonces Fy C Fp. Es consecuencia del punto anterior.

4. Para cualesquiera (A,),eny C . existe A € # tal que |, Fa, C Fa: Esto se sigue de la
condicion (I) de la definicién[A.3.1]y la propiedad 2. anterior.

5. Para cada A € .# existe B € .¥ tal que Fy C Fg y F4 es un subconjunto de Fg denso en
ninguna parte. De hecho, si A € .# podemos usar la condicion (IT) de la definicion
para deducir la existencia de un B € .# tal que B\ A ¢ .%,. Podemos suponer que B O A (en
otro caso tomamos B’ = AU B en lugar de B), luego por 2. tenemos que F4 & Fp. Veamos
que Fj tiene interior vacio en Fp. Si X = (x,),en satisface 0 < x < x4, entonces para cada
1> 68 > 0lasucesiény = x+xp\4 verifica que

1] =yl = l[x =yl < 6.
Sin embargo [y| ¢ Fa, ya que [y] € F4 implica que existe z = (z,)nen € co(H) tal que
0<z+y<xa.
En ese caso, para cada n € B\ A tenemos que z, = —0, luego
{neN:|z| >8/2} DB\A ¢ %.

Esto contradice (z,), € co(.%). Por otro lado, y pertenece a F(B) porque 0 <y < yp al ser
o<l
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Como resultado tenemos que

X:=J F
AeS

es un subconjunto cerrado de E (por 4.), luego es un subespacio métrico completo (con la métrica
inducida), y F4 es denso en ninguna parte en X para cada A € & (por 5.). O

Es natural preguntarse si todo ideal no numerablemente generado sobre N es un P-ideal con
respecto a algin ideal .. La respuesta es negativa, tal y como ponemos de manifiesto a continua-
cién.

Proposicion A.3.4. Sea &/ una familia infinita de subconjuntos de N que son infinitos y casi
disjuntos (existen familias de este tipo por el lema . Sea I el ideal generado por <, i.e.

n
S ={ICN: existen Ay,...,A, € of tales que I C UA,-}.
i=1

Entonces ¥ no es un P-ideal con respecto a ningiin 9.

Demostracion. Supongamos que .# es un P-ideal con respecto a .%. Fijado A € &/ podemos
tomar una familia numerable (B,),cn C <7 de conjuntos distintos entre si y también diferentes de
A. La familia de conjuntos dada por Ag = Ay A,+1 = A,UB, para cada n € N verifica

AGCAICA G ...

La hipétesis implica que existe un conjunto C =C;U...UCy (conC; € of paracadai=1,...,n)
tal que A, \ C € % para todo n € N. Tomando A, diferente de los elementos C; deducimos que

A \C=A,, \ (A3, NC1)U...U(Ap, NCy)) € A,

y por tanto A,, € %, ya que cada A,, NC; es finito. Como A C A, , el conjunto A también pertenece
a.%. Yaque A € o era arbitrario se tiene que .7 C .9, y por tanto, .# C .%,. Pero ésto contradice
(IT) de la definicion[A.3.1] O

Los ideales de la proposicién anterior no son 21-Baire cuando la familia <7 tiene cardinalidad
¢ y sus elementos son conjuntos infinitos. Esto es consecuencia de la siguiente proposicion.

Proposicion A.3.5. Sea .Z un ideal sobre N. Supongamos que existe una familia € C .7 de
conjuntos infinitos casi disjuntos con |'€| = ¢ y tal que todo I € .7 satisface

{CEe@ :CCI}| < +oo.

Entonces .7 no es 2N-Baire.
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Demostracion. Usaremos el corolario Como % tiene cardinalidad ¢, podemos escribir ¢ =
{Cs : 6 € 2} y definir una funcién f: 2<N — 2(.#) donde f(s) es la familia de todos los
conjuntos I € .# que no contienen ninguno de los elementos de {Cs : 0 = 5}:

f(s)={I€ 7 sio €2 verifica ¢ 3= s entonces I 2 Cs }

Claramente cada f(s) es cerrado bajo subconjuntos. Fijado s € 2<N y un arbitrario I € .#
sabemos que existe solamente un conjunto finito de elementos Cg, (k= 1,...,m) contenido en .7
Tomemos ¢ >= s con O; i t paratodoi=1,...,m. Para cada o = serd o distinto de todos los oy de
manera que Cs ¢ 1, es decir, I € f(t). Esto muestra que

Urey=s

t=s

para todo s € 2<N,
Ademds f es mondtona ya que ¢ = s implica {Cs : 6 =t} C {Cs: 0 = s} y por tanto f(¢) D
f(s). Finalmente, si tomamos una rama o € 2N entonces Ci ¢ f(0;) paratodo k € NU{0}. O

A.3.2. P-ideales tall

Damos ahora una extension de la proposicién [A.3.3] a otros casos. Primero extendemos la
definicion de ortogonal de un ideal dado (ver [34} p. 10]).

Definicion A.3.6. Dados dos ideales .9 e %y sobre N definimos el ideal ortogonal de .# respecto
de Ay como

I+ —{ACN:ANB€ % paratodoBe I} .

Diremos también que .#; es tall con respecto a %, o simplemente Yy-tall, si ﬂﬁj" C 4, 0
equivalentemente, para cada A ¢ %) existe B € .91 \ % tal que B C A.

El concepto de ideal #-tall generaliza el de ideal tall (ver [34] p. 11]) que corresponde con la
definicién anterior a un Fin-tall.

Observar que la condicién de ser .#-tall es mas fuerte que la propiedad (II) de la definicion
de (P, .#p)-ideal, ya que A € .#] implica que N\ A ¢ .7 luego existe B € .#] \ .9 con BC N\ A.
El elemento B € .#) verifica entonces que B\ A ¢ .%.

Proposicion A.3.7. Supongamos que .7 es (P,.%y)-ideal e Fy-tall. Entonces todo ideal .75 conte-
niendo a #| no es X-Baire para un espacio métrico completo X.

Demostracion. Consideremos la funcion f : % — P (lw/co(-#)) definida como
h (B) =IFp= {[(xn)neN] :0< (xn)neN < %B}

de la prueba de la proposicién
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Ahora definimos f; : S — P(E) (E = lw/co(H)) por
HA) = U A®B)

Be. .71 ,BCA
= {[x] = [(xn)nen] € le/co(H) : existe B€ F talque BCAy 0 <x< yp}.

Vamos a ver que las hipétesis sobre .# implican que f>(A) es cerrado en E siempre. Fijado
A € 4] tenemos dos posibilidades: si A pertenece a .#; entonces f>(A) = f1(A), que sabemos es
cerrado. En otro caso, para cada (B,),en C -# con B, C A existe B € .# tal que B, \ B € .9,
luego C := AN B también verifica B, \ C € .%, y usando 2. de la prueba de la proposicion
deducimos que U, f1(B,) € £1(C) C f2(A). Esto muestra que cualquier sucesién (x,),en en f2(A)
estd contenida en f}(C) que es cerrado. Asi pues, f>(A) es un conjunto cerrado.

La monotonia de f> es clara, y también verifica

x=J r@A)= U A»B),

Ae S Be .

que es un espacio métrico completo como vimos en la proposicidn antes citada.

Finalmente veremos que cada f>(A) es un conjunto raro en X. Si A es un elemento de .#;, como
N\A ¢ .7}, 1a hipétesis de ser #-tall implica que existe C C N\ A tal que C € .4 \ .%. Razonando
como en la prueba de la proposicién obtenemos que f>(A) es raro en f,(AUC). O

Corolario A.3.8. Si .7 es un P-ideal tall entonces para todo ideal 7 O .9 existe un espacio
métrico completo X tal que 7 no es X-Baire.

Demostracion. Si . es tall entonces no es numerablemente generado, de manera que .# es Fin-
tall y un (P, Fin)-ideal, con lo que basta usar la proposicién anterior. O

Damos a continuacién dos conocidos ejemplos de P-ideales tall que han sido ampliamente
estudiados en [34]:

» Ideales densos sumables: si f : N — [0, 00) satisface Y,y f(n) = o0 y lim,, f(n) = oo entonces
escribimos
Ir={A€2V:Y f(n) < +eo}.
neA
n Ideales d? E)rdb's-Ulam: if f: N — [0,00) es una funcién tal que }¥,,cy f(n) = oo y
f(m

lim,, ————— = 0 entonces escribimos

et S (1)

. Zke{l,...,n}ﬂA f(k)
F=3Ae2V:1 —o\.
{ : " Yreqt,..ny f(K)

Como caso particular tenemos el ideal de los subconjuntos de N formado por los conjuntos
de densidad cero.

El corolario implica que para todo ideal .# que contiene un ideal sumable o un ideal de
Erdos-Ulam existe un espacio métrico completo tal que .# no es X-Baire.
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A.3.3. Ideales analiticos

Los ideales analiticos son los mds estudiados (ver [34]], [70]]). Un subconjunto A de un espacio
polaco X se dice que es analitico si existe una aplicacién continua f : NN — X con Im(f) = A. En
particular, todos los conjuntos de Borel son analiticos (esta afirmacion asi como otras caracteriza-
ciones de los conjuntos analiticos aparecen en [48]]). Un ideal .# es analitico si es un subconjunto
analitico del espacio métrico compacto (polaco) 2%,

Proposicion A.3.9. Si .7 es un ideal sobre N analitico y no numerablemente generado entonces
existe un espacio polaco tal que ¥ no es X-Baire.

Demostracién. Supongamos que existe una funcién continua g : NN — 2N cuya imagen es un ideal
#. Como hicimos en las secciones anteriores consideramos el arbol 7 = N<N con el orden ¢ < s
si s es una extension de ¢, e identificamos los elementos & € N<N con la rama {co; : k € N}. Para
un elemento ¢ € N<I denotamos

T :={seNN:g=1}

()7 :={g(c): 0 €N esunaramaen T, G = t}.

En otras palabras 7; es el subdrbol de todos los elementos por encima de  y [t]” es la familia de
las iméagenes a través de g de todos las ramas que pertenecen al arbol 7;. Vamos a podar aquellos
subérboles 7; de T tales que [t]7 estd contenido en un subideal contablemente generado de .#.
Notamos lo siguiente:

» El drbol entero T = Tj no se borra ya que [0]” = .# no es contablemente generado.
= Si un nodo ¢ ha sobrevivido después de la poda entonces todos los nodos que le preceden
en T también han sobrevivido. Por otro lado, uno de sus inmediatos sucesores debe haber
también sobrevivido ya que
"= Iru”,

keN

luego si todo sucesor de ¢k hubiera desaparecido entonces [t]” estarfa contenido en un
subideal numerablemente generado de .7

Por tanto, después de la poda obtenemos un subdarbol (no vacio) 77 C T. Consideremos ahora el
conjunto X formado por todas las ramas ¢ que han sobrevivido en 7’, i.e.,

X ={o cN": o € T’ para todo k € N}.

Podemos equipar a X con la topologia del drbol 77, i.e., los abiertos bdsicos son aquellos conjuntos
de la forma {o : 0 € X,0 =t} donde t € T'. Notar que X es un subespacio cerrado de NV, luego
se trata de un espacio polaco.

La aplicacion F : .# — NWD(X) dada por F(A) = {o € X : g(6) C A} (notar que los g(0)
son elementos de 2, conjunto que se identifica de manera natural con Z?(N) ) estd bien definida.
Primero notemos que F(A) es cerrado en X, ya que si 0 € X no pertenece a F'(A) entonces g(0)
no esté contenido en A, luego existe k € N verificando que g(o) N {1,...,k} no estd contenido en
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A. La continuidad de g existe s € N<N con o 3= s y tal que para cada 7 € NN con 7 = s es g(7) N
{1,...,k} = g(o)N{l,...,k}. En particular, ésto implica que g(7) € A y por tanto el conjunto
abierto {7 € X : 7= s} C X \ F(A) (s pertenece a T’ porque es un nodo de &). Por otro lado, si
hay un abierto {o € X : 6 =t} (+ € T') contenido en F(A) entonces

1" ={s(0):0€X,0 =1}
estd contenido en el subideal generado por A. Esto significa que

A" =1"u U W

SET\T' 5=t

estd contenido en un subideal contablemente generado de .# (hay una cantidad contable de nodos
s € T con s = 1), lo que es absurdo.
Finalmente, | J4c » F(A) = X ya que dado o € X se tiene que ¢ € F(g(0)).

A.4. Cubrimiento por subconjuntos compactos

En esta seccion reemplazamos la familia de conjuntos densos en ninguna parte en un espacio
métrico completo por la familia de todos los subconjuntos compactos

A (X)={ACX: Aescompacto }.

Presentamos a continuacién un ejemplo de ideal que no puede cubrir NN con subconjuntos
compactos, lo que muestra que para la familia " (X) parece haber mas variedadde ideales que en
el caso de NWD (X))

El siguiente ideal estd definido en [55, p. 178].

7, ={A €2 : existe ¢ > 0 tal que [AN{1,...,2"}| < n° para todo n > 2}.

Tiene las siguientes propiedades.

= _# no es contablemente generado.
» 7 es Fy: La funcién ¢ : 2N — [0, 0] definida como

o(A) =inf{c>0:]AN2"| <n‘paracadan>2.},
0 @(A) = o= si tal ¢ no existe, verifica que es una medida inferiormente semicontinua tal que
I, ={Ac2V: p(A) < +oo}.

Por tanto ., es un Fs-ideal ([57, lema 1.2]).

= No es P-ideal: Podemos construir una familia de conjuntos (Ax)keny C -7 tal que @(Ag) > k
para todo k € N. Por tanto, si existe B € .7, tal que Ax \ B es finito entonces ¢(B) > k para
cada k € N, lo que es absurdo.
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Dado un conjunto parcialmente ordenado (S, <), decimos que un subconjunto A C S es dé-
bilmente acotado si cada subconjunto infinito de A contiene un subconjunto infinito acotado. El
siguiente lema puede encontrarse en [55, p. 178].

Lema A.4.1. El ideal .7, es una union contable de conjuntos débilmente acotados.
Demostracion. Definimos para cada ¢ > 0
I(c)={Ae2":|An2"| <n‘}.

Es claro que .%, = U,,>1I,(m), luego s6lo tenemos que comprobar que cada I,(m) es dé-
bilmente acotado en (.#,,C). Sea (A,),cn Una sucesion infinita de 7,(c). Pasando a una subsu-
cesién podemos asumir que cada A, converge a un cierto A € 2 por la compacidad 2. Notar
que lim, A, = A significa que para cada k € N existe n; tal que n > ny implica AN {1,...2¢} =
AN {1,..., 25,

Pasando de nuevo a una subsucesién podemos suponer que AN{1,...,2"} = A, N{1,...,2"}
para cada n € N. El conjunto B = | J,cyA, satisface

(gNAn> n2*

De este modo, una sucesién infinita en I,(c) contiene una subsucesién infinita cuya unién estd
enl,(c+1). O

< < (n—1Dn+n"=n"l

J (4.n2Y

n<k

+ I (4.n2%)

n>k

Proposicion A.4.2. El ideal .7, no cubre NN con subconjuntos compactos. En otras palabras,
para cada funcién mondtona F : (5,,C) — (# (NN), C) tenemos

U F(x) #NN,
x€9,

Demostracion. Primero probaremos que cada subconjunto débilmente acotado &7 C .#, verifica
que Uyc s F(A) tiene clausura compacta.

Como NN es metrizable, un subconjunto K C N es compacto si y s6lo si es sucesionalmente
compacto. Vamos a probar que toda sucesion en |J4c ., F (A) tiene una subsucesién convergente.

Supongamos que a, € F(A,) (A, € <) es una sucesion arbitraria. Si {A, : n € N} es finito,
entonces existe una subsucesion a,, € F(A,, ) = F(A) (constante) para cada k € N, luego admite
una subsucesion convergente ya que F(A) es compacto. Si {A, : n € N} es infinito, entonces
existe una subfamilia infinita {4, : n € G C N} y acotada por un conjunto B € .7),. Esto significa
que (ay)neg € F(B), de modo que (a,),cc admite una subsucesion convergente que es también
subsucesion convergente de (ay ) eN.

Combinando este resultado con el lema deducimos que si F cubre todo el espacio NV
entonces este espacio es la unién de una cantidad numerable de compactos:

NY= | F(x) € |JFlI,(c)] €N

xeg, ceN

Esto es imposible por el teorema de Baire. 0



Lifting y descomposicion de
medidas finitamente aditivas

EA (Q,X, 1) un espacio de probabilidad. La diferencia simétrica AAB de dos elementos se
define como (A \ B) U (B\ A). Escribir u(AAB) = 0 significa que podemos “pasar” de A a
B (0 de B a A) afiadiendo y quitando trozos de medida nula. En este sentido la relacién A ~ B si
y s6lo si 4 (AAB) = 0 define una relacién de equivalencia en X. Si X/ ~ es el conjunto cociente,
entonces podemos plantearnos tomar un elemento de cada clase de equivalencia (lo cual podemos
hacerlo usando el axioma de eleccion). No obstante, dicha eleccion no tiene por qué ser “buena”,
en el sentido de que si A y B son los representantes elegidos para las clases [A], [B] € £/ ~ entonces
AU B no tiene por qué ser el representante que hemos elegido de [A U B|. No parece claro que una
funcién de eleccion que respete las operaciones usuales de conjuntos se pueda conseguir.

Un lifting es una funcién que nos da una buena eleccion de representantes para las clases de
equivalencia de la relacién anterior. Aunque estas funciones no existen siempre, si estd garanti-
zada su existencia en espacios de probabilidad completos. En el presente capitulo recogemos una
demostracién [73]] poco conocida de este dltimo hecho. Se trata ademds de la Ginica demostracién
verdaderamente elemental que conocemos, en el sentido de que no recurre a teoremas previos de
teoria de la medida sino que simplemente hace uso de ultrafiltros.

En las secciones siguientes ofrecemos una serie de resultados muchas de cuyas pruebas son
originales y con ideas nuevas como la inclusién de limites a través de filtros (idea que ya aparece
en [18]]), que han sido discutidas con el Prof. Bernardo Cascales. Nuestra motivacién para esos
resultados es la siguiente:

Cuando uno estudia la propiedad de Radon-Nikodym para espacios de Banach, la prueba de
la afirmacién: si todo subconjunto acotado de E es dentable entonces E tiene la propiedad de
Radon-Nikodym (ver [13} theorem 2.2.3, p. 21-23]), muestra que la derivada de Radon-Nikodym
de una medida vectorial, y-continua y de variacién acotada se puede aproximar en p-casi todo
punto y en L' (i, E) por una cierta sucesién de la forma

_y ) <0-:o> B.1
S Aen.u(A)XA 0 ( )

donde 7 es una particiéon numerable de Q en elementos de X. Hasta donde conocemos esta idea
ha sido usada por los profesores Joseph Diestel (Kent State University) y Gabriel Vera (Univer-



@ Lifting y descomposicion de medidas finitamente aditivas

sidad de Murcia) para dar una prueba del teorema de Radon-Nikodym para medidas escalares
numerablemente aditivas p-continuas sobre (Q,X, 1t).
En general, si consideramos particiones finitas 7 en X-conjuntos, entonces se puede garantizar
[26, lemma 1, p. 67] que para cada funcién f € L!(u), la red
y s, (o _ 0>
(@) * 0

Aerm H

definida para el conjunto dirigido de dichas particiones es convergente a la funcién f en L'(u).
En particular, si A : £ — [0, o) es una medida escalar y-continua, numerablemente aditiva y finita

entonces la red
(6-0)
—:=0
Aen: 0

converge hacia la derivada de Radon—leod}’fm de A con respecto a U.

Es claro que no podemos esperar que haya convergencia en casi todo punto de la anterior red,
ya que si los conjuntos unipuntuales pertenecen a £ y son (-nulos, entonces tendriamos que la red
convergeria puntualmente hacia cero siempre.

Sin embargo, en caso de que (Q,X, 1) sea un espacio de probabilidad completo entonces
vamos a tener garantizada la existencia de un lifting p : ¥ — X sobre este espacio, lo que nos
permite obtener una subélgebra p[X] de £ “densa” y tal que el dnico conjunto de medida nula es el
vacio. Podemos entonces considerar ahora el conjunto dirigido U formado por todas las particiones
de Q en p[X]-conjuntos ordenado por refinamiento. La ventaja ahora es que en la red (sz)zes no
tenemos que preocuparnos por los conjuntos p-nulos.

Esta idea aparece en un articulo de Kupka [52, lemma 4.3, p. 202] y otro articulo reciente 18|,
lemma 3.7] en el caso vector-valuado para obtener toda funcién f € L!(u,E) como limite en casi
todo punto de una red

d
Acrm

En este capitulo vamos a ver que dada una medida arbitraria (-continua y finitamente aditiva
(debilitamos la condicién de ser numerablemente aditiva con respecto a los resultados previos) A
sobre (Q,X), lared (s7)zer definida como

Aerm ‘LL

converge puntualmente a una funcién f. Concretamente probamos un teorema de descomposicion
para medidas finitamente aditivas de probabilidad p-continuas (no negativas) A, el cual permite
obtener en una s6la demostracion: la descomposicién de Hewitt-Yoshida [18] de A en su parte
numerablemente aditiva y puramente finitamente aditiva, el teorema de Radon-Nikodym y una
caracterizacién de las medidas puramente finitamente aditivas (-continuas (caracterizacién origi-
nalmente debida a Hewitt y Yoshida [7/8]] aunque aqui la demostracion es muy diferente).

Por otro lado, probaremos usando ultrafiltros que cuando consideramos la red (sz)ze; en
(L'(n)**, 0*) através de laidentificacion L' (1) C L' (u)**, su limite también existe con respecto a
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la topologia w*. ;Cudl es dicho elemento y**? Pues se trata del inico elemento de L™ (u)* = Li*(u)
que verifica y**(xa) = A(A) para cada A € X, resultado que conecta con [78| theorem 2.3, p.53].
Estableceremos también algunas relaciones entre la funcién f y el elemento y**, como el hecho de
que la distancia de y** a L' (1) se alcanza precisamente en la funcién f que se ha obtenido como
limite puntual en p-casi todo punto.

Las referencias basicas para este apéndice son: 73], [78l], [26]].

B.1. Existencia de liftings en espacios de probabilidad completos

A lo largo de esta seccién (Q,X, 1) es un espacio de medida finito (1(Q) < o) y completo
(i.e.siA € Xy u(A) =0 entonces para cada B C A tenemos que B € X). Denotaremos por ./ a la
familia de todos los conjuntos p-nulos de X.

Definicion B.1.1. Sea </ C ¥ una subdlgebra.

1. Una aplicacion d : &f — </ se dice que es una densidad (inferior) sobre <7 si verifica las
siguientes prpiedades para cualesquiera A,B € < :
(i) w(AA(A)) =0,
(ii) Si L(AAB) = 0 entonces d(A) = d(B).
(iii) d(0)=0,d(Q) =Q.
(iv) d(ANB)=d(A)Nd(B).
2. Diremos que p : &/ — < es un lifting si p es una densidad para <7 tal que
(v) p(Q\A) =Q\ p(A) para cada A € <.

De la definicién anterior se pueden deducir otras propiedades que reflejan el buen comporta-
miento de un [ifting con respecto a las operaciones habituales entre conjuntos, asi como el hecho
de que respeta la p-medida de los conjuntos de <7

Proposicion B.1.2. Si p : of — o es un lifting para <7, entonces para cualesquiera A,B € of se
verifica

1. p(AUB) =p(A)Up(B).

P(A\B) =p(A)\p(B).

Si A C B entonces p(A) C p(B).

p(p(A)) = p(A).

1(p(A)) = p(A).

P[] es una subdlgebra de <7 contenida en {A € o 10 < pu(A) < u(Q)}U{Q,0}.

Si o es una c-algebra entonces para cada sucesion {A, :n € N} C p(<f) se tiene que
P (UnenAn) 2 UnenAn.

Demostracion. 1. Q\ (p(A)Up(B)) = (Q\p(A))N(Q\p(B)) =p(Q\A)Np(Q\B) =
P(Q\ (AUB)) = Q\ p(AUB).
2. p(A\B) = p(AN(Q\B)) = p(4) N (Q\ p(B).
3. SiA\B=0entonces p(A)\p(B) =p(A\B) =0.

NS R W
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4. Basta usar (i) y (ii) de la definicién [B.1.1]

5. Como u(AAp(A)) = 0 por (i), deducimos que | (A) — u(p(A))| =
[(A\p(A)) —p(p(A)\A)[ < u(A\p(A)) + u(p(A) \A) = n(AAp(A)) =0.

6. Veamos que p[</] es un dlgebra: 0,Q € p(.o/) por (iii), es cerrado para complementarios
por (v) y para uniones por 1. de esta misma proposicién. Para la dltima parte observemos
que si 4(p(A)) =0 entonces (1 (AAD) = u(A) = u(p(A)) =0de modo que p(A) =p(0) =0
por b) y ¢). Por otro lado, si u(p(A)) = 1 entonces u(p(Q\A)) =0 de donde Q\ p(A) =0
por lo que acabamos de demostrary p(A) = Q.

7. Sea A = U,A,. Para cada nimero natural n, como A, C A deducimos A, C p(A,) C p(A)
por 3. de esta misma proposicion.

O

Teorema B.1.3. Si d es una densidad sobre un dlgebra </ con N C o/ C X entonces existe un
lifting p sobre of tal que

d(A) Cp(A) Cd(A), para cada A € o . (B.2)

Demostracion. Para cada t € Q denotemos .7 (1) = {A € o/ :t € d(A)}. De las propiedades de
una densidad deducimos que Q € .7 (t), ya que t € Q = d(Q). Para cada par A,B € .7 (t) es
t€d(A)Nd(B) =d(ANB), luego ANB € .%(t). Con ésto queda probado que .% (¢) es una base
de filtro sobre Q. Para cada r € Q fijamos % (¢) un ultrafiltro mas fino que .% (¢).

Consideramos la aplicacion p : o7 — Z?(Q) definida en cada A € ./ como

PpA)={reQ:Ac(t)}.

Vamos a comprobar comprobar que p[«7] C o7, verifica las propiedades de [ifting y la ecuacién
del enunciado.

Por las propiedades de los ultrafiltros sabemos que A € % (t) si 'y s6lo si Q\ A ¢ % (t), o dicho
de otra forma, t € p(A) siy sélosit ¢ p(Q\A) loque nosda (v) Q\p(A) = p(Q\A). Asimismo,
las propiedades de filtro garantizan que ANB € % (s) si y s6lo si A,B € % (s), de donde (iv)
p(ANB) =p(A)Np(B).

Probaremos ahora la cadena de desigualdades y de ella deduciremos que p[</] C <7. Si
A€ o/ yted(A) entonces A € .F(t) C % (t), de modo que 7 € p(A) por definicion. Por tanto
d(A) C p(A), pero la misma férmula serd vdlida sustituyendo A por Q \ A, obteniendo en ese caso
que d(Q\A) Cp(Q\A) =Q\ p(A), y tomando complementarios nos queda p(A) C d(A°)°.

Por la definicién de densidad sabemos que u(AAd(A)) =0y u(AAd(A)°) = 0, donde esta
tltima igualdad se sigue de que AAd(A)¢ = A°Ad(A°). Usando las desigualdades

ABp(A) = (A\p(A))U(p(A)\A) C (A\d(A))U(d(A%)°\A) C (AAd(A)) U (AAd(A%)),

con lo que (i) u(AAp(A)) =0.
La misma desigualdad del enunciado y el hecho de que d(0) = 0,d () = Q muestra también
que (iii) p(0) =0y p(Q) = ©.



B.1 Existencia de liftings en espacios de probabilidad completos @

Sea N € <7 con u(N) = 0. Entonces sabemos que d(N) =d(0) = 0 (notar que N € </ pues
N C )y d(N°) =d(Q) =Q, de modo que p(N) = 0 por (B.2).

Supongamos ahora que A,B € &/ son elementos tales que U(AAB) = 0. Acabamos de ver
que eso implica que ® = p(AAB). Usando que p conserva uniones (pues ya hemos probado que
conserva intersecciones y complementarios) deducimos que p(A)Ap(B) = p(AAB) = 0, y por
tanto p(A) = p(B). Esto prueba (b).

Por ultimo veamos que p[</] C 7. Si A es un elemento de <7, la desigualdad permite
obtener

p(A)\d(A) Cd(A%)*\d(A) = d(A)"Nd(A)" = Q\ (d(A) Ud(A)),

\d
de modo que u(p(A)\d(A)) < u(Q) — (U(A°)+u(A)) = 0. Por hipétesis ./ C .7 de modo que
p(A)\d(A) € /. Dado que p(A) D d(A) € <7, concluimos que p(A) € <. O

Teorema B.1.4. Supongamos que para cada n € N, o, es una o-dlgebra y p, : o, — <, un
lifting verificando N C oty C aly 1 CLY Py = Putiley, para cada n € N. Si o/ es la 6-algebra
generada por Uy, entonces existe un lifting p : .o/ — .o/ con p|o, = p, para cada n € N.

Demostracion. Basta construir una densidad d sobre .7 con d(A) = p,(A) para cada A € &7, y
n € Ny usar el teorema|[B.1.3] En efecto, si p es el lifting sobre < obtenido a partir de d aplicando
dicho teorema y A € <7, entonces de d(A) = p,(A) = p,(A°)¢ = d(A°)¢, y por deducimos
P(A) = pul(A).

Para cada k € N denotaremos por .%; al conjunto pi[<%]. Dados A € o7, k € Ny r < 1 ponga-
mos

1. 2(A,k,r):={E € F:u(ANF)>ru(F)siE D F € %}

2. d(Ak,r) :=UJZ(Ak,r) = Ugea(ainE

3. d(A) = ﬁo<r<1Un€Nﬁk2nd(A,k, I’)

Vamos a ver que la funcion d : &7 — Z7(Q) asi definida verifica d[«7] C <7 y verifica las
propiedades de densidad.

Afirmacién: d(A,k,r) es el mayor conjunto (para la inclusién) que pertenece a Z(A,k,r),
luego d(A,k,r) € F, C .

Notemos que si Z(A,k,r) = 0 entonces d (A, k,r) también es vacio y no hay nada que demos-
trar. Si Z(A,k,r) es no vacio entonces, un sencillo argumento con el lema de Zorn nos permite
encontrar una familia (no vacia) maximal #~ de elementos de Z(A,k,r) que son disjuntos y de
u-medida positiva. Notemos que dicha familia debe ser contable .# = {B, : n € D} (D C N), ya
que 1 (Q) < +eo. Llamando B := pi (| #") = pr(UsenBn) tenemos que B € %, ysi B D F € %
entonces B, D F N B, € ., luego

WANF)=Y wANFNB,)>r Y w(FNB,)=ru(F).

neD neD

Esto prueba que B € 2 (A,k,r). Para ver que es el mayor elemento de dicho conjunto para la
inclusién, observar que si E € Z(A,k,r) y ENB = 0 entonces E es disjunto con los elementos
de 2 (yaque U2 C pr(U-#) por la proposicién B.1.2]apartado 7). Por la maximalidad de ¢
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debe ser E de medida nula, y como estd en .%; = p[<%] deducimos que debe ser E = (. De este
modo, si E € Z(A,k,r) entonces necesariamente E \ B = 0 por lo que acabamos de demostrar, es
decir, E C B. Por tanto, d(A,k,r) = B € %; C &/. Con esto termina la prueba de la afirmacién.

:SeaA € o arbitrario. Si r < s < 1 entonces d(A,k,r) 2 d(A,k,s), ya que
D(A,k,r) D D(A,k,s). De este modo, cuando en la definicion de d(A) escribimos la interseccién
sobre todos los reales de r € (0,1) basta que hagamos la interseccion sobre todos los racionales
0 < r < 1, que es una interseccién numerable. Esto muestra que d(A) € <.

‘d(A) = pn(A) paracada A € @7, n € N‘. Sik>nyp,(A) DF € % entonces W(ANF) =
H(pk(A)NF) = u(pa(A)NF) = u(F) > ru(F). Luego p,(A) € Z(A,k,r) por definicion y
d(A,k,r) O py(A) por la afirmacién que hemos probado antes. Por otro lado, d(A,k,r)\ p,(A)
pertenece a % (k > n), luego

0= u((d(A,k,r)\ pu(A)) NA) > rt((d(A.k,r)\ pa(A))

implica que d(A,k,r)\ p,(A) = 0 por las propiedades del lifting. Por tanto, p,(A) = d(A,k,r) para
cadak > nyr< 1, de donde se deduce el resultado.
Veamos que ’ d es una densidad ‘:
(i) Si u(AAB) = 0 entonces para cada elemento F € o7 se tiene que U(ANF) = u(BNF), de
donde se deduce que Z(A,k,r) = 2(B,k,r) para cualesquiera k € Ny r € (0,1).
(ii) Sea A € o/ y definamos la aplicacién d’ : &/ — o/ como

dA)=J N Ud@xk,r).

O0<r<lneNk>n

La aplicacion d’ esta bien definida igual que razondbamos en el caso de d. Ademas posee
las siguienes propiedades (lo probamos después):

(@) u(d'(A)nA°) =0.

(b) u(d'(A)NA)=0.

(© d'(A) D d(A). d'(A) 2 d(A).
De estas propiedades se sigue que (t(AAd(A)) = 0 pues

d(A)AA = (d(A) NAY)U(ANd(A)) C (d'(A) NAS) U (ANd'(A)).

Vamos entonces a probar (a), (b) y (c¢). Fijado r € (0,1) escribiremos Dy = d(A,k,r) para
k € N. Como Dy, pertenece a Z(A, k,r), entonces para cada B € <7 es

U(ANBNDy) = w(ANpr(B) NDy) 2> r(Di N pr(B)) = r(Dr N B).

Supongamos que B € U,cn.%7,. Entonces existe un nimero natural n € N tal que B € .o7,,. Si
m > n entonces <, 2 <, y llamando C,, = BN (Dy, \ Up<k<mDy) tenemos que

u <AﬂBﬂ UDk> =) uwANGy) > Y ru(Cy) =ru (Bm UDk>.

k>n m>n m>n k>n
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Tomando intersecciones sobre n € N y usando que y es numerablemente aditiva obtenemos

u(AﬂBﬂﬂ UDk> > ru (Bﬂﬂ UDk>. (B.3)

neNk>n neNk>n

Podemos extender la ecuacion (B.3)) a todos los conjuntos B € o7. En efecto, sabemos que
es cierta para los elementos de |J,cy %%, que es un dlgebra. La o-dlgebra engendrada por
Unen @, es la familia de todas las uniones e intersecciones numerables de elementos de
Unen #, (es obvio que cumple todas las propiedades), de manera que la ecuacién se
puede extender a esta o-dlgebra tomando limite de sucesiones mondtonas (crecientes para
las uniones, decrecientes para las intersecciones). En particular, para B = A€ se tiene que
I(A N MenUp=n D) =0 yaque r € (0,1).

Tomando la unién para todos los racionales r € (0, 1) se deduce que u(A°Nd'(A)) =0, lo
que prueba (a). Sustituyendo A por A€ en (a) se obtiene (b).

Para ver (c) seak € N, r € (0,1) y probemos que

d(A,k,r)¢ C d(Ak,1—r).

Si0O#AE €,y E Cd(Ak,r) entonces E ¢ P(A,k,r) (pues d(A,k,r) era el mayor ele-
mento de Z(A,k,r)), de modo que podemos encontrar F € .%; contenido en E tal que
U(ANF) < ru(F). Si consideramos el conjunto formado por todas las familias de subcon-
juntos disjuntos F' € .%; de E con esta propiedad, observaremos que es una familia inductiva
para la inclusién (y no vacia como acabamos de probar) de modo que podemos usar el lema
de Zorn para obtener una familia maximal {F, : n € N C N} (debe ser contable ya que el
espacio de medida es finito y todos los miembros de la familia son disjuntos con medida po-
sitiva). Deducimos que E \ px(U,cn Fr) debe ser vacio, pues de lo contrario tendria medida
positiva por las propiedades de los /iftings y podriamos razonar como antes para obtener un
subconjunto F’ de E \ px(U,en Fn) con LW(ANF') < ru(F'), contradiciendo la maximalidad
de la familia. Por tanto, E = px(U,cn Fr) ¥ ademads

HANE)=Y w@AnF,) <Y ru(F)=ru(E).

nenN neN

Como consecuencia
WATNE) = pw(E) = u(ANE) = (1 —r)u(E).

Ya que E era arbitrario en las condiciones de arriba podemos afirmar que d(A,k,r)¢ €
D (A€, k,1 —r). Por tanto,

dAY=|J NUdAkrc | N UdAk1-r)=d(A)

re(0,1)neNk>n re(0,1)neNk>n

de donde deducimos (c).
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(iii) d(0) =0y d(Q) = Q ya que d extiende a los p, como hemos visto antes.
(iv) Supongamos que A,B € o7/, k e Ny r < 1. Si F € .%; esta contenido en d(A,k, %) N
d(B,k, 1) entonces

U(ANBNF)=u(ANF)+u(BNF)—u((AUB)NF)

" E) + ) - () = ru(e).

>

Por tanto d(A, k, 1) Nd(B,k, §1) C d(ANB, k,r). Vamos a ver que ésto implica que d(A) N
d(B) Cd(ANB). En efecto, sit € d(A)Nd(B) entonces para cada r < 1 existen nj,ny € N
con t € (i, d(A,k, %) Yt € Nisn, d(B,k, %) Tomando 7 el mayor de los n;, tenemos
que

re () <d(A,k,r+21)ﬂ@(B,k,r+21)) C (d(ANB,k,r),

k>n k>n
luego ¢t € d(ANB). El reciproco es consecuencia de que d(ANB,k,r) Cd(A,k,r)Nd(B,k,r)
paratodo ke N, r < 1.
O

Lema B.1.5. Sea <7 una o-dlgebra con N C o/ C Xy p un lifting sobre o7. Si A € £\ of
entonces el dlgebra o' engendrada por </ \U{A} admite un lifting que extiende a p.

Demostracion. Sea F# =p[/|y € ={F € .% : u(F\A) =0}. Usando el lema de Zorn es pode-
mos encontrar una familia maximal de elementos disjuntos de % . Dicha familia maximal debe ser
contable {F, : n € N C N}, ya que no admitimos que los conjuntos aparezcan repetidos y la medida
u es finita. Llamando A; = p(U,en Fr) € <7 llegamos a que w(A; \A) = u(U,enFr \A) =0, es
decir, A| € €. Por maximalidad deducimos F \ A; = 0 para cada F € ¥, es decir, A; es el ma-
yor elemento de % para la inclusién. Andlogamente tomamos A, el mayor elemento F' € .% con
U(FNA)=pu(F\A°) = 0. Es interesante notar que

‘U(Al ﬂAz) = [,L(Al NA; ﬂA) —l—[.L(Al NAy ﬂAC) =0

luego A; NA; = p(A1)Np(A2) = p(A1 NAy) = 0 por las propiedades del lifting. Pongamos A =
(AUA|)\ Ay y A€ = (A°UA;) \ A;. Notar que

A°=(AUA|) UAy = (A°NAJ)UA; = (A°\A|)UAs = (A°UAy) \ A = A°.
Por otro lado
AM = ((AUA1)\ (AUA2))U(A\ ((AUA1)\A2)) C (A1 \A)U(ANA),

de donde u(ZAA) =0, esto es, AAA € 4. Como 7 D .4 por hipétesis, entonces .7’ también se
puede ver como el dlgebra generada por <7 U {A}. Concretamente

o' ={(CNA)U(DNA®):C,D € o} (B.4)



B.1 Existencia de liftings en espacios de probabilidad completos @

Si M = (CNA)U(DNAC) diremos que C y D determinan a M. Para ver que </ es el dlgebra
generada por .7 y A notemos que tomando C = D tenemos que C € ./’ paracadaC € o7,y A € o/’
tomando C = Q,D = 0. Es un dlgebra pues contiene al total y al vacio, es claramente cerrado para
uniones finitas, y también para complementarios pues (C°NA) U (D NA°) es el complementario
de (CNA)U(DNA®). Obviamente cualquier dlgebra conteniendo a <7 y a A debe contener también
aAy A, yportanto a .&/’.

Se tienen también las siguientes propiedades para cualesquiera E,F € .#:

(@) Si u((ENA)A(FNA))=0entonces ENA =FNA.
(b) Si u((ENA)A(F NA°)) =0 entonces ENA® = F NAC.
Haremos el razonamiento para el primer caso pues el otro es andlogo. Si (((ENA)A(FNA)) =0
entonces U((EAF)NA) = u((EAF)NA) = 0, donde en la primera igualdad hemos usado que
WU(AAA) = 0. Luego, por la definicién de A, deducimos que EAF C A, C A¢. Por tanto, (EAF) N
A =0y concluimos ENA = F NA.
Definimos ahora p’ : &/’ — /' como

p'((CNA)U(DNA%)) = (p(C)NA) U (p(D) NAT).

La aplicacion estd bien definida (no depende de los representantes C y D elegidos) por (a) y (b), y
verifica las propiedades de lifting:

(i) Si M es un elemento de 7’ determinado por C,D € <7, entonces p’(M)AM viene determi-
nado por p(C)AC'y p(D)AD, de modo que

w(MAp'(M)) < u(CAp(C)) + pu(DAp(D)) = 0.

(ii) Si M; y M, son dos elementos de .«7’ determinados por Ci,D; y C,, D, respectivamente,
entonces

0= u(MiAMs) = ((C1 NA)A(C2 NA)) + (D) NA)A(D2 N1A))

implica que los dos sumandos de la derecha son nulos, y lo mismo ocurrird si sustituimos los
C;,D; por sus correspondientes imdgenes a través de p por la propiedad (i) de la definicion
de lifting. Usando los (a) y (b) anteriores deducimos que p(Ci) = p(C2) y p(D1) = p(D2),
luego p'(My) = p'(M>).

(iii) Esclaro que p'(Q)=Qy p'(0) =0

(iv) Sean M; y M, son elementos de <7/, de manera que cada M; viene determinado por C;, D;.
Entonces M = M| N M, estd determinado por C = C;NCy y D = D; N D,, de manera que
usando p(C;NCy) = p(C1)Np(C,) y lo andlogo para los D; se deduce que p'(M; NM;) =
p'(My) N p'(Ms).

(v) SiM estd determinado por C, D entonces basta usar que Q \ M viene determinado por (Q\ C)
y (Q\ D) como hemos visto al probar que .7’ era un dlgebra, de manera que

P/(Q\M) = (p(Q\C)NA) U (p(Q\ D) A7) = (A\ p(C)) U (A°\ p(D))
=\ ((p(C)NA) U (p(D) A7) = 2\ p'(M).
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Teorema B.1.6. Si (Q,X, i) es un espacio de medida completo finito entonces admite un lifting.

Demostracion. Sea ¢ la familia de todos los pares (<7, p) donde <7 es una o-dlgebra contenida
en X y que contiene a ./~ (la familia de los conjuntos de medida nula) y p es un lifting en /.
Podemos ordenar esta familia escribiendo («7,p) < (&', p’) siysélosi &7 C &'y p'|., = p. Se
trata obviamente de un orden parcial. Vamos a probar que cualquier cadena de elementos en .77,
€ = {(4,p;) : i € I} tiene una cota superior en .77 distinguiendo dos casos.

1. Si ¢ contiene una subfamilia cofinal numerable ¢’ = {(<,,p;,) : n € N} entonces, por el
teorema podemos encontrar una cota superior de 4" en .7, que también serd una cota
superior de la cadena % por la cofinalidad.

2. Si ¥ no contiene ninguna subfamilia cofinal numerable entonces tomamos &7 = U;c; <7
yp: o — o como p(A) =pi(A) si A € of. o/ es una o-dlgebra pues precisamente la
condicién de no existencia de una subfamilia numerable cofinal implica que 27 es cerrada
para uniones numerables. Por otro lado, el hecho de que % es una cadena implica que la
aplicacion p estd bien definida y es un lifting.

O

B.2. Descomposicion de medidas finitamente aditivas

En lo que sigue (Q,X, 1) serd un espacio de probabilidad completo. Si .o/ es subfamilia de
elementos de ¥ y B € ¥, escribiremos @ :={A € o/ :ACB}, T ={Ae€ o : u(A) >0}y
Ay ={Ae o :uA)>0,ACB}.

Fijaremos un lifting p : £ — X sobre (Q,X, 1), de manera que p[X] es una subdlgebra de X.
Escribimos .# := p[£]\ {0} en todo lo que sigue.

Definicion B.2.1. Una medida (signada) finitamente aditiva es una funcion A : £ — R tal que

1. A(0)=0.
2. A(AUB) =A(A)+A(B) si A,B €,X son disjuntos.

La variacion de A es la funcién |A| : £ — [0, 0| se define como

|A|(A) = sup{z |A(A:)|: (AL, es X-particion finita de A }
i=1
=sup{|A(C)|+|A(A\C)|: C € Z4}.

La segunda igualdad se debe a que en una suma finita )"/ | |A (A;)| podemos agrupar los términos
negativos por un lado y no negativos por otro, de manera que al ser finitamente aditiva nos queda
una suma de dos términos. Se dice que A es de variacion acotada si |A|(Q) < oo, 0 equivalente-
mente, sup{|A(A)|: A € L} < oo
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En estas condiciones, la funcién |4 | : £ — [0, +o0) es una medida finitamente aditiva. En efecto,
si A,B € X son elementos disjuntos entonces para cualesquiera particiones (A;)/L, de Ay (B;)’_,

de B se tiene que
m

Y A (A + Z ()| < |A|(AUB),

i=1

y tomando supremos en cada caso se prueba |A|(A) + |A|(B) < |A|(AUB). Reciprocamente, para
cada C € X4 p se verifica

AO)]+A((AUB)\C)| < [A(ANC)|+[A(ANB)[+[A(A\ (ANC))[+ |A(B\ (BNC))|
<[A[(4) +[2[(B),

de donde se deduce |A|(AUB) <|A|(A)+|A|(B).
Para una medida de variacién acotada A definimos las partes positiva y negativa de A como
las funciones A 7,1~ : £ — [0, +o0) respectivamente dadas por

AT(A) =sup{A(B):B€ X4} A7 YA) =sup{—A(B): B€ X4}

Lema B.2.2. En las condiciones anteriores se verifica que:
(@) A=AT—A"y|A|l=AT+A".
(b) Las aplicaciones A" y A~ son medidas finitamente aditivas.

(c) Si A = A1 — Ay es una descomposicion como diferencia de medidas finitamente aditivas no
negativas entonces 0 < AT <A y0< A~ < L.

Demostracion. Vamos a ver (a). Fijado € > 0 podemos encontrar B,C € ¥, tales que AT (A) >
AB)>AT(A)—ey A (A) > —A(C) > A~ (A) — €. Podemos suponer que BNC = 0, ya que si por
ejemplo es A(BNC) > 0 entonces sustituyendo C por C \ B se siguen verificando las desigualdades
(si A(BNC) < 0 cambiamos B por B\ C). Mds atin, podemos suponer también que A\ B =C, ya
que si A(A\ (BUC)) > 0 basta sustituir B por A\ C, y en caso contrario C por A \ B. De este modo
A(A) = A(B)+ A(C) y deducimos

AT(A) =2 (A)—e<AC)+A(B)<AT(A)—A (A) +¢
AT(A)+A7(A)—2e < A(B)—A(C) < |A|(A).
Esto muestra que A = At — A~ y At + 1~ < |A|. Por otro lado, para cada C € Z,, jugando con
los signos de A(C) y (A \ C) se prueba que |A(C)|+|A(A\C)| < AT(A)+ A~ (A) de modo que
[AI(A) SAT(A)+A7(A).
Como consecuencia de las representaciones
:MH—?L /17:|7L|—7L

A+
2 2

se deduce (b).

Finalmente, si A = A; — A, es una representacién como el enunciado entonces para cada B € X4
con A >0 tenemos que 0 < A(B) < A;(B) < A1(A), de donde 0 < A+ (A) < A(A) por la definicién
de A-. La otra desigualdad es andloga. O
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Diremos que una medida finitamente aditiva A : ¥ — R es U-continua si para cada A € X
tenemos que (L(A) = 0 implica A(A) = 0. Notar que A es p-continua si y sélo si |A]| lo es, o
equivalentemenete, si AT y A~ lo son. Cuando la medida de partida A es numerablemente aditiva,
es decir, A (U7~ Ai) = Y= A(A;) para toda familia numerable disjunta {A; : i € N} C X, entonces
la condicién de p-continuidad de A equivale a que para cada € > 0 existe 6 > 0 tal que si (A) < 6
entonces |[A(A)| < € (en [26] teorema 1,.p. 10] puede encontrarse una prueba de esta afirmacion
para medidas vectoriales).

El siguiente lema estd inspirado por los argumentos que relacionan dentabilidad de conjuntos
y la propiedad de Radon-Nikodym (ver [13| lemma 2.2.5, p. 21]). Probaremos el resultado en
una versién méas general para medidas finitamente aditivas que no tienen por qué ser [-continuas.
Recordar que el didmetro de un subconjunto D de un espacio métrico (X,d) se define como

diam(D) :=sup{d(x,y) : x,y € D}.

Lema B.2.3. Sea A : X — [0, 4o0) una medida finitamente aditiva con A(Q) = 1. Entonces para
cada € >0y A € A existe B € My tal que el didmetro de

FB:{%:CG//ZB}

es menor que €.

Demostracion. Escribimos @ = inf (I'4). Fijado € > 0 (arbitrario) tomamos A € .#4 tal que o <
A(Ao)/1(Ap) < a+ €/2. Probaremos que existe B € .4, satisfaciendo

‘/I(AO) /I(C)‘ e

p(Ao)  u(C)

para todo C € .#g. Supongamos que la afirmacion es falsa, lo que significa que para cada B € .Z,
existe C € .45 tal que

2

‘A(Ao) _A0) ’ S €
n(Ao) pu(C)| 2
Esto equivale a N A
ugg > .LLEAZ; +§, (B.5)
ya que en otro caso ﬁg‘:ﬁ; — % > £ implicarfa % < ﬁgigg — £ < a, lo que es absurdo.

Usando el lema de Zorn podemos construir una familia maximal & C .#j, de conjuntos
disjuntos con la propiedad de que cada C € .« verifica la ecuacién (B.5)). <7 tiene que ser contable
ya que u(C) > 0 para todo C € &/ y la medida u es finita. Escribimos B = Ag \ Ucey C € X
Notamos que (t(B) = 0, pues si i(B) > 0 entonces p(B) € .# y usando las propiedades del lifting
llegamos a que:

= p(B) C p(Ag) =Ag, porque Ap € A .

= Para cada C € &/ tenemos que p(B)NC = p(B)Np(C) =p(BNC) =p(0) =0.
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Por hipdtesis existe D € .#,p) C .4y, tal que
‘MAo) MD) ‘ y
K(Ao) wu(D)|~
Pero entonces .o/ U{D} es una familia de conjuntos disjuntos que contradice la maximalidad de
</ . Por tanto p(B) = 0.
Si & ={C,:n€ N} (N CN es contable), usando que A es finitamente aditiva podemos
escribir

5-

A(B) <7L(A0) e> W) AB) | AlAg)
+ +> ) =
1(Ao)  \u(Ao) 2/, u(Ao)  n(Ao)  H(Ao) 2
donde hemos usado y el hecho de que },,cy 1 (C,) = p(Ao) — u(B) = u(Ay). Esta desigual-
dad es absurda, lo que concluye la prueba. O

Sea A : ¥ — R una medida finitamente aditiva de probabilidad. Denotaremos por U a la familia
de todas las particiones finitas de Q en .# -conjuntos. Para cada elemento 7 € U denotamos como
sz a la siguiente funcién simple de L' (u):

A(A)
Sg = —— XA
§ A% u(A)
Notar que no hay problemas con los conjuntos p-nulos gracias a las propiedades del lifting.
Bajo la condicién de p-continuidad y las propiedades del /ifting p, los conjuntos I'p definidos
para cada B € ./ en el lema se pueden reescribir como

FB:{%:CEEE}.

Lema B.2.4. En las condiciones del lema anterior, dados A € .# y € > 0 existe una particion
finita {Ao,Ay,...,Ap} de A tal que

1. Aje A ydiam(T's,) < € paracadai=1,...,m.

2. ,LL(A()) < E.
Si A # O entonces escribiremos pa = {Ao,A1,...,A,}, en otro caso p& = {Ay,...,A,}. En cualquier
caso siempre serd p’é €0.

Demostracion. Usando el lema[B.2.3]y el lema de Zorn podemos construir una familia maximal
p1 de . -conjuntos disjuntos tales que i (B) > 0y diam(I'g) < € para cada B € p;. El conjunto
E = Q\ Uge,, B debe ser p-nulo por maximalidad (en otro caso podrfamos volver a usar el lema
para obtener un conjunto C € .# tal que p; U{C} contradice la maximalidad de p;). Como
Y pex L(B) = u(Q), existe una subfamilia finita A1, ...,A,, C p; satisfaciendo que Ag = Q\ U A;
tiene u-medida menor que €. O
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Una medida v : £ — [0,00) se dice que es puramente finitamente aditiva si cualquier medida
V] : £ — [0,c0) numerablemente aditiva que verifique 0 < v; < v necesariamente debe ser v; = 0.
Podemos ahora probar el siguiente teorema:

Teorema B.2.5. Si A : £ — [0,00) es una medida finitamente aditiva [L-continua entonces existe
una funcion f € L (1) no negativa (l-casi seguramente) y una sucesion decreciente de conjuntos
C, € X satisfaciendo lim, u(C,) =0y

)L(E):/fdu +1mA(ENC,) para cada E € X. (B.6)
E n

Ademds, la aplicacion v : L — [0,0) dada por v(E) = lim, A(ENC,) es una medida pura-
mente finitamente aditiva.

Demostracion. Si A = 0 entonces el resultado es claro. Si A # 0 podemos suponer que A(Q) = 1
multiplicando por una constante adecuada. Dividimos la prueba en dos pasos:

Probar que existe una sucesion {m; }reny € U de . -particiones finitas de Q y una
sucesion de conjuntos {Dy }ren € . tal que, para cada k € N

1. myq > m (Mxy1 es mas fino que 7).

2. Dy es una unién de elementos de 7 y u(Dy) < 1/2%.

3.SiAemyAND,=0(@G.e A Q Dy, por ser m;, particiéon y Dy unién de elementos de dicha
particién) entonces p(A) > 0y diam(IT'4) < 1/2%.

Construiremos estas sucesiones de manera inductiva:

= Para k = 1 podemos usar el lemacon E =Qy e =1/2, obteniendo una .7 -particiéon
7 ={D) :=Ap,Ay,...,A,} verificando las condiciones de arriba.

= Supongamos que hemos construido 7;,D; (i = 1,...,k) como arriba. Sea m el nimero de
elementos de m;. Para cada A € m podemos aplicar el lema con € = 1/(m2k 1)y
obtener una ./ -particion finita Jr,? '+ de A verificando que: puede tener un elemento Ay con
1L(Ao) < 1/(m2*"1), y para el resto de elementos B € m', | es diam(I'g) < 1/(m2kt1).
Considerando

M = A e md

y Dy41 como la unién de los elementos de los elementos Ay de cada una de las particiones
2, | (si estd), tendremos que (Ax1) es menor que 1 /2571 El par m; | y Dyyy verifica las
tres condiciones de arriba.

Probaremos que la sucesion de funciones simples sz, converge en p-casi todo pun-
to a una funcién f € L'(u). Denotando C, = Uy~ Dk, {Cy}nen €s una sucesién decreciente de
conjuntos verificando u(C,) < 1/2" para cada n € N. Fijado n € N, vamos a ver que la suce-
si6n sz, converge uniformemente sobre Q\ C,. Sean p > ¢ > n'y tomemos un elemento arbitrario
t € Q\ C,. Observar que t € A,,A, para ciertos A, € m,,A, € T, verificando A, £ D, y A, ¢ D,
(yaquet ¢ C, 2 D,UD,). Como 7, es mds fino que 7, deducimos que A, C A,. Por tanto,

A(Ap)  A(Ag)
wAp)  H(Ag)

1

<diam(Ty,) < R

o, 1) =550 =
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Notemos que esta cota no depende de la eleccion de t € Q\ C,, luego la convergencia es uniforme.

En particular, la sucesion sz, converge puntualmente sobre Q \ C, donde C = ,cyCy €s un
conjunto u-nulo. Si denotamos su limite por f, entonces tenemos que f es medible. Notar que
|lsz |l <1 para cada k € N, luego usando que la convergencia es uniforme sobre cada conjunto
Q\ G, deducimos que [o¢, |f]di < 1 para todo n. El teorema de la convergencia monétona nos
permite afirmar que para cada E € ¥ es

/ fdu:ﬁm/ zm
E n JE\C,

lo que en particular muestra que f € L' (u).
Finalmente vamos a comprobar la ecuacién (B.6). Fijado n € N y tomando k > n

_y A4
/ o= TG hAnENG)

MENG)- [ snin x ma

Observemos ahora que para cada A € m; hay dos posibilidades:
1. Siu(AN(E\C,)) =0entonces A(AN(E\ C,)) = 0 por la u-continuidad.

2. Siu(AN(E\C,)) > 0 entonces

’MA)
1(A)

HANENG)) —A(AN(E\Cy))|.

HAN(ENG) = (AN (E\G)| < 5h(AN (E\G) < 5ol

Por tanto

1
AEN\C,) — / spodu| < —.
G- [ wdn < T g =
Tomando limite en k y usando la convergencia uniforme de la sucesion sy, sobre E \ C,, deducimos
que

A(E\Gy) / fd,u

Como resultado, el teorema de la convergencia monétona nos da

mA(E\C,) = /Efdu.

Por dltimo vamos a comprobar que la medida finitamente aditiva v del enunciado es puramente
finitamente aditiva. Supongamos que existe una medida numerablemente aditiva v; satisfaciendo
0 <v; <v.Como v; es monétona (pues es no negativa) basta comprobar que v;(Q) = 0. Para
cualquier m € N, v;(Q\ Cy) < v(Q\ C,) = 0, donde la iltima igualdad se debe a que A((Q\
Cn) NCy) =05sin > m. Por tanto, v; (Q\ C) = lim,, v; (Q\ Cy,) = 0. Por otro lado A (C) = 0 al ser
u-continuay u(C) =0, luego v;(C) < v(C) < A(C) =

O
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Observacion B.2.6. La red {s; : m € U} converge uniformemente a f sobre Q\ C, para cada
n € N. En particular, converge hacia f |L-casi seguramente en L.

Demostracion. Siguiendo con la nomenclatura de la demostracion del teorema sea (T ) keN
la sucesion de particiones pertenecientes a O que construimos alli y fijemos nimeros naturales
k>n.Sit € Q\C,y 7~ m entonces existen A € Ty Ay € m tales que t € A C A;. Usando que
t ¢ Dy deducimos Ay N Dy = 0, luego

1
2k

2
2k

<

[\

152(6) = ()] < s (6) = 5z (O] + |5 (1) — £(1)] < ‘A _

usando que diam(Ty,) < 1/2%.
0

Corolario B.2.7. Sea A : £ — [0,0) medida finitamente aditiva [-continua y de variacion finita.
Entonces A es puramente finitamente aditiva si y solo si existe una sucesion decreciente (By)nen C
X tal que 1im, A (B,) = A(Q) y lim, u(B,) = 0.

Demostracion. Sabemos que A se descompone como en del teorema anterior. Si A es pu-
ramente finitamente aditiva entonces la desigualdad 0 < [, fdu < A(A) vdlida para cada A € X
implica que dicha integral vale siempre cero, luego f es igual a cero en casi todo punto. Asi pues
A = Vv lo que nos da el resultado.

Reciprocamente, si A admite una sucesién (B, ),en como en el enunciado entonces es pura-
mente finitamente aditiva razonando como en la parte final de la prueba del teorema[B.2.5] ]

Diremos que la medida finitamente aditiva A : £ — R es puramente finitamente aditiva si A
y A~ lo son. Podemos extender ahora el teorema a medidas finitamente aditivas con valores
reales A : £ — R teniendo ademds unicidad en dicha descomposicién.

Teorema B.2.8. Si A : £ — R es una medida (signada) finitamente aditiva [L-continua entonces
existe una funcion f € L' (1) y una medida puramente finitamente aditiva v : £ — R tal que

AE) = /Efd,u +V(E) para cada E € ¥. (B.7)

Ademads la descomposicion es uinica y la funcion f es limite en U-casi todo punto de la red
{sz:mw e U}.

Demostracion. Si A es [1-continua entonces AT y A~ también lo son.
Aplicando el teorema con AT y A~ obtenemos descomposiciones AT (E) = [i fidu +
VI(E)y A~ (E) = [g faduu + v2(E). De este modo

A(E) :/E(ﬁ —f2)du+(vi —w,)(E) paracada E € X.

Notar que v = V| — V, es puramente finitamente aditiva pues las desigualdades 0 < v < v,y
0 < v~ < v, (ver lema|B.2.2)) implican que vy v~ lo son.
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Para ver la unicidad supongamos que tenemos dos descomposiciones como en el enunciado:

/fld,u—i-vl(E):/fzdu+V2(E) paracada E € X.
E E

Entonces
/ (fi—fa)du=w(E)—Vvi(E) paracada E € X.
E

SeaA={f1 > f»}. Paratodo E € X es

OS/E(fl—fz)erli:/EﬂA(fl—fz)dﬂ
:(V2)+(AﬂE)—(Vz)f(AﬂE)—(V1)+(AﬂE)+(V1)7(AﬂE)
< ()T (E)+ ()~ (E).

Como (v2)" y (v;)~ son puramente finitamente aditivas entonces su suma también lo es por una
sencilla aplicacién del corolario De este modo f| — f> = 0 en casi todo A, y andlogamente
se razona en {f] < f>}. Asi pues, fi = f» en casi todo punto y deducimos que v; = v;.

Para ver la segunda parte notar que

v A
Sn—AzE;t‘u(A)XA = Z

Aerm

Basta entonces combinar esta igualdad, la construccion de f al comienzo de esta demostracion y
la observacion para concluir el resultado. O

Corolario B.2.9. Si A : X — R es puramente finitamente aditiva entonces existe una sucesion
decreciente (By)nen en L tal que 1im, u(B,) =0y A(ANB,) = A(A) para cada n € N.

Demostracion. Sabemos que A = A; — A, (partes positiva y negativa) y cada una de estas medidas
se descompone como A;(A) = [, fidu + vi(A). Ademds para cada i = 1,2 existe una sucesién
(C!),, decreciente en X tal que 1im, tt(C}) = 0y vi(A) = lim, A (ANC!) para cualquier A € X. Es
entonces claro que V;(A) = v(ANC:,) para cada m € N. Llamando C,, := C),UC?, tenemos que
lim, 1 (C,) = 0, y ademds v;(A) > vi(ANC,,) > vi(ANC.) = vi(A), luego V(A) = v(ANC,,) para
cadam e N.

Si A es puramente finitamente aditiva entonces f = f; — f> = 0 por la unicidad de la des-
composicién en el teorema anterior, y deducimos que A = v verifica la condicién del enunciado
tomando B,, := C,, por el parrafo anterior. O

B.3. Representacién de medidas finitamente aditivas en L' (u)**

El espacio de Banach L!(u) se puede ver como un subespacio cerrado de L'(u)** a través
de la aplicacién T : L' (u) — L'(u)** definida sobre cada f € L'(u) como T(f) : L™ (u) — R,

T(f)(8) = Jofedu.
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Supongamos que A : ¥ — R es una medida finitamente aditiva g-continua. Identificando cada
elemento de L' (i) con suimagen en L' (14)** tenemos que los elementos del conjunto {sz : 7 € U}
verifican

Iszlls < ). 1A(A)] < [A1(€).
Aer

Luego dicha red est4 contenida en un subconjunto @*-compacto de L' (i)** por el teorema de
Alaoglu. La familia de conjuntos de la forma {7 : &= > 7y} (my € U) es una base de filtro 8 sobre
U, luego podemos fijar un ultrafiltro % sobre U que contenga a todos estos conjuntos. Entonces
el siguiente limite existe

y* = @*-lims; € L' (u)*™
U

Proposicién B.3.1. La red {s; : © € U} es w*-convergente a un elemento y** € L'(1)** tal que
¥ (xa) = A(A) (B.8)
para cada A € X.

Demostracion. Tomemos un ultrafiltro % como antes y sea y** el @*-limite de la red (sz)zcs @
través de dicho ultrafiltro. Fijemos ahora A € X. Si tt(A) = 1 entonces X Yy X4 coinciden en pcasi
todo punto, de manera que

Y () =" () = limse(za) = im A(@) = 1(2) = A(4).
Si u(A) = 0 el razonamiento es andlogo, luego podemos suponer que 0 < p(A) < 1. Dado 6 >0
tomamos 7 € U tal que {p(A),Q\p(A)} <7 €Uy |sz(xa) —y™*(xa)| < 8. Asi pues

A(B)

[A(p(A)) =y (X)) < [A(P(A)) = sz (Xp(a))[ +6 = Z 7& A)NB)|+3.

Si B € wentonces BC p(A) o BC Q\ p(A), de manera que

Alp(A))— Y,  A(B)

Bem,BCp(A)

A(P(A))—BZ “(B)u(P(A)ﬂB)|

Esto prueba que A(A) = A(p(A)) es igual a y**(x4) = Y**(Xp(4))> donde estamos usando el
hecho de que u(AAp(A)) = 0.

Si tomamos otro ultrafiltro ¥" mds fino que la base de filtro 3, entonces el nuevo elemento del
bidual y5* también verifica , luego y** e y5* coinciden sobre las funciones simples, y por tanto
sobre todo L' (u)* = L(u) por densidad. Usando el apartado (f) del teorema @ deducimos que
y* es el limite de {s; : © € U} a través de la base f3, esto es, el limite de la red. O

Corolario B.3.2. Con la notacion de la proposicion anterior, si V es la parte puramente finita-
mente aditiva de A y f es la funcion de L' (1) dadas en el teorema entonces la distancia de
y*aLl(u)es

4O L (1) = A6, f) = [VI(Q).
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Demostracion. Por el corolario existe una sucesion decreciente (By,),cn en X tal que
lim, u(B,) =0y v(A) =v(ANB,) paracadaA € Xy m e N.

Supongamos que d(y**,L'(u)) < 1, entonces existe g € L' (i) y tal que |y** —g|| < n. La
funcion h = g — f € L' () verifica ||(y** — f) —h|| < n. Sea D € £. Si &, €& son los signos de
v(D) y v(Q\ D) respectivamente entonces

n > | — f) (€1 xprB, + €2XprB,) — h (€1 XDnB, + E2XDNB,)]

Slv(DﬂBn)—l—&‘zV((Q\D)ﬂBn)—81/ hdu—ez/ hd,u'
DB, (Q\D)NB,

V(D)|+|v(Q\D)| —81/D hdu—gz/

hdu' .
NB, (Q\D)NB,
Tomando limite en n deducimos que |v(D)|+ |v(Q\ D)| < n. Como D era arbitrario se deduce
que |v|(Q) < 7. Por tanto, |v|(Q) < d(y**, L' (n)).

Por otro lado, para toda funcion simple A =}/ a;xa; (donde A; es una E-particion finita de
Q) se verifica que

0" =) <§, anA,-)
=

< Y laf |07 - ()
Jj=
< e X VA < 1]l V().
=1

Deducimos entonces d (y**, f) < |v|(€) usando la densidad de las funciones simples en L= ().
O






Indices de Radon-Nikodym

E STE capitulo recoge resultados correspondientes a un preprint elaborado junto con los Profeso-

res Bernardo Cascales y Matias Raja (Universidad de Murcia). Hemos considerado oportuno
incluir este apéndice ya que el comienzo de estos resultados estd marcado por la bisqueda de una
derivada general de Radon-Nikodym para medidas vectoriales usando liftings y limites a través de
ultrafiltros.

A lo largo de este capitulo (E,||-||) es un espacio de Banach, (Q,X, ) es un espacio de
probabilidad completo. Denotamos por L!(u,E) al espacio de Banach de las funciones Bochner
integrables equipado con la norma usual. La notacién y terminologia coincide con la de [26].

Una funcién m : £ — E se dice que es una medida vectorial (numerablemente aditiva) si
m(0) = 0 y para cualquier familia numerable de elementos disjuntos {A, : n € N} de X se tie-
ne que m(U,enAn) = Yooy m(A,) en la topologia de la norma. Supondremos que las medidas
vectoriales con las que trabajamos son p-continuas, es decir que si A € £y u(A) = 0 entonces
m(A) = 0. La variacién de m es la funcién|m| : £ — [0, 0| dada por

m
|m|(A) = sup { Y m(B))| : (B;)L es partici6n finita de A en E-conjuntos }
j=1

Supondremos que m es de variacion acotada, es decir, que |m|(Q) < eo. En ese caso se tiene que
|m| es una medida numerablemente aditiva (ver [26] proposition 9, p.3]).

El teorema de Radon-Nikodym no es cierto en general para medidas vectoriales, motivo por
el que se introduce la nocién de propiedad de Radon-Nikodym (RNP): se dice que un espacio de
Banach (E,|| - ||) tiene la RNP si toda medida m : X — E en las condiciones mencionadas arriba
es representable, i.e., existe f € L' (,E) tal que m(A) = [, fdu para cada A € X.

Desde sus inicios, la teoria de espacios de Banach ha combinado teoria de la medida, to-
pologia y técnicas de otros dmbitos para obtener importantes resultados y aplicaciones. En los
dltimos afios, una nueva tendencia ha surgido en espacios de Banach: estudiar indices relaciona-
dos con propiedades analiticas y topoldgicas (compacidad, medibilidad, integrabilidad, propiedad
de Dunford-Pettis, etc.) ofreciendo un nuevo y mds profundo punto de vista los conceptos que se
estudian mediante la demostracién de desigualdades que relacionen dichos indices. Las ventajas
de esta aproximacién es que resultados cldsicos pueden ser refinados, al tiempo que se pueden
encontrar otros nuevos.
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Nuestra intencién es introducir y estudiar indices relacionados con la propiedad de Radon-
Nikodym en espacios de Banach para establecer desigualdades entre ellas que nos permitan es-
timar, por ejemplo, si una medida vectorial m : ¥ — E tiene una derivada de Radon-Nikodym
“débil” f, como de lejos estd f de ser medible o de tomar valores en el espacio de Banach E.
El estudio de estos indices ofrece la ventaja de que aunque el espacio E no tenga la propiedad de
Radon-Nikodym, una tal medida m puede todavia tener una derivada de Radon-Nikodym razo-
nable de acuerdo con su “indice de representabilidad” % (m). Este indice % (m) estd definido en
C.1.1|y se caracteriza como el infimo de todas las constantes § para las que existe g € L' (i, E)
satisfaciendo

Hm(A)—/gduH <S6u(A), paratodo A € X,
A

(proposicién |C.1.2)). Si partimos de una medida m : £ — E* como arriba, p : ¥ — X un lifting y O
la familia de todas las particiones finitas de Q en conjuntos de p[X]\ {0}, al conjunto dirigido (por
refinamiento) O podemos asociarle la red

i)
=L

XA-

Como comentdbamos en la introduccién del apéndice B] si la medida m es representable por una
funcién f € L'(u,E) entonces la red anterior converge en j-casi todo punto a f por un resultado
de Kupka ([52, lemma 4.3, p. 202]). Podemos preguntarnos ahora, ;qué ocurre si la medida no es
necesariamente representable?.

En caso de que la medida m verifique que existe C > 0 tal que ||m(A)|| < Cu(A) para cada
A € X tendremos que lared (sz) o5 estd acotada, y por el teorema de Alaoglu, contenida en un ®*-
compacto; de manera que podemos tomar limite (puntualmente) a través de cualquier ultrafiltro
sobre U. Usando esta idea probaremos (lema que para toda medida m como antes la red
converge [L-casi seguramente en la topologia @* a una funcién w*-medible satisfaciendo para
cada A € X las siguientes propiedades:

(D (x,m(A)) = [, (x,y(t))du paratodo x € E.
(1) w(t) €c0® (I'4) en p-casi todo ¢ € A.

Las funciones y que verifiquen estas condiciones las denominaremos derivadas de Gelfand
de m, y el hecho mds remarcable sobre ellas es que la medida m es representable si y solo si ¥
es medible. En ese caso se tiene ademds que W coincide en p-casi todo punto con la derivada de
Radon-Nikodym de m. Extenderemos estos resultados a medidas que toman valores en un Banach
no necesariamente duales.

La ultima seccién se dedica a cuantificar la propiedad de dentabilidad de los espacios de Ba-
nach introduciendo dos indices Dent y dent. Estudiaremos propiedades de estos indices (propo-
sicién [C.3.5] corolario [C.3.7)), su relacién con la representabilidad de medidas (teorema[C.3.4), y
finalmente combinaremos estos resultados para demostrar (proposicién [C.3.8) que

dent(H) < 2y(H) (6)
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para cualquier subconjunto convexo y acotado H C E: aqui ¥ es la medida de compacidad débil
definida a través de los limites dobles

lmlimac, (x,) — mlimac, (x,)] (5 )mers © Bees (xn)nen C H}
n m m n

Y(H) := sup {

donde el supremos se toma sobre aquellos valores para los que los limites anteriores existen.
Subrayar que muchas de estas desigualdades resumen importantes resultados de la teorfa de la
propiedad de Radon-Nikodym estudiados por otros autores.
La notacién y terminologia es estdndar. Dado un conjunto D C E denotamos su didmetro como

diam(D) = sup{||x—y|| : x,y € D}.
y su radio como
rad(D) = inf{d > 0: existe x € E tal que D C B(x, ) }.

La envoltura convexa de D se denota por co(D). Si ademds tomamos adherencia en la topologia ©
entonces lo denotaremos por co®(D).

Adoptamos el convenio inf() = +oo. Usaremos +oo suponiendo, como es usual, las siguientes
reglas aritméticas: A - (+o0) = 400 si A >0,y § < +oo para cada 6 € R.

Si B € X, representamos por £} a la familia de todos los elementos de X contenidos en B y
con u-medida positiva. Escribimos X" en lugar de Zzg. El rango medio de la medida original m lo

denotaremos por
m(C) +}
AR(m)=q—=:CeX™ ;.
0 {u(C)

Para cada B € " el rango medio de m|g se escribe como

rB::{’ZZEg:Cezg}.

Técnicamente hablando I's depende de m y U, pero ya que siempre trabajamos con estas medidas
evitamos la tediosa terminologia Fg’m a no ser que sea estrictamente necesaria.

Por L (u, E) denotamos las clases de equivalencia de las funciones fuertemente medibles que
estdn p-esencialemente acotadas f : Q — E equipado con la norma esencial del supremo || - |
(26} p. 50].

ooy

C.1. Representabilidad de medidas

Definiciéon C.1.1. Dada una medida vectorial W-continua de variacion acotada m : ¥ — E, el
indice de representabilidad % (m) de m se define como

Z(m) ;= inf{e > 0: para cada A € " existe B € £ tal que rad(I'g) < €}.
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La siguiente proposicién muestra que el indice anterior efectivamente mide cémo de lejos estd
m de ser una medida representbale.

Proposicién C.1.2. Sea m : £ — E una medida vectorial como en la definicion Si%(m) <
entonces existe una funcion g € L' (u,E) que satisface

Hm(A) —/gd,uH <O Uu(A), para cada A € X. (C.1)
A

Reciprocamente, si 6 > 0 satisface (C.1) para alguna funcion Bochner integrable f entonces

R(m) < 8.

Demostracion. Si %(m) = o podemos tomar g = 0y (C.I)) es obviamente cierta. Si Z(m) < 6 <
+oo, entonces usando el lema de Zorn se puede encontrar una particion contable {B, :n € NU{0}}
(N € N) de Q con elementos de X de manera que

U(Bo) =0y paracadan € N,u(B,) > 0yrad(ls,) < J.

Para cada n € N tomamos x,, € E verificando I'g, C B(x,, ). Dado A € X, para cada n € N tenemos
que
Im(ANB,) —xult(ANB,)| < Su(ANB,). (C2)

Ademids, si n(ANB,) =0 entonces m(ANB,) =0y la desigualdad est4 clara. En otro caso t(AN
B,) > 0y (C.2) se sigue del hecho de que I'z, C B(x,,0). Por un lado, tomando A = Q en la
desigualdad (C.2) y usando la desigualdad triangular se llega a que

Y lallp(Ba) < [ml(R) +8 < oo,

neN

y por consiguiente g := Y, cy X, X5, €s integrable Bochner. Por otro lado, la desigualdad (C.2)
implica que

Hm<A>— / gduH < ¥ InAn,) —5m(A0B)| < 5u(4).

Reciprocamente, supongamos que & > 0 verifica (C.1]) para alguna funcién g € L' (u, E) y todo
A € X". Como g es fuertemente medible, para cada € > 0 existe B € L} tal que diam(g[B]) < €.
Fijamos C € ;. Se sigue entonces de la desigualdad (C.I)) que

iG-S <

Por otro lado, [26, Corollary I1.2.8] implica que
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Como diam(g[B]) = diam(co(g[B])) < &, se deduce que

58-S -
u u

u(c)  u(C) ue) u

Por tanto rad(I'g) < 0 + € para cada € > 0 y la prueba esta completa. O

‘ ‘
E <
( )

Se sigue de la proposicién anterior que Z(m) es el infimo de todos los § > 0 que satisfacen la
desigualdad (C.T). Como consecuencia de ésto, si m es representable, i.e. si existe f € L' (u, E) tal
que m(A) = [, fdu paracada A € X, entonces el lema anterior implica que % (m) = 0. El reciproco
también es cierto: Supongamos que Z#(m) = 0 y usemos repetidamente la desigualdad (C.I]) con
8 = 1/n para encontrar una sucesién de funciones (f;),eny C L' (1, E) tal que

1
Hm(A) —/f,,duH < ZMA)’ paracada A € X.
A

En consecuencia

I 1
H/fpdu—/fqd,uH < (—i—) U(A), paracada A € X.
A A P q

La desigualdad anterior implica (ver [26), (iv),teorema 4, p. 46]) que

/Apr — fall du < (11)+c11> W(A), paracadaA € X.

Luego (f,)nen es una sucesion de Cauchy en L! (u, E), que debe ser convergente (completitud)
auna funcién f € L' (u,E). Si A € X podemos usar la desigualdad triangular para deducir que

1
)~ [ raw < Lutay+ 17— sl
para todo n € N, y por tanto m(A) = [, fdu.

La siguiente proposicion recoge algunas propiedades de Z(-).

Proposicion C.1.3. Sean m,m’ : ¥ — E medidas vectoriales [L-continuas de variacion acotada y
a € R. El indice de representabilidad verifica las siguientes propiedades:
(i) Z(m+m') < R (m)+R(m').
(ii) Si T : E — F es un operador lineal acotado entonces Z(T om) < ||T || % (m).
(iii) Z(am) = |a|%(m).

Demostracion. Si Z(m) o %(m') es infinito entonces la propiedad (i) estd clara. Notar que si
asumimos el convenio 0 (+0) =0y Z(m) = +oo entonces (ii) también se satisface, luego supon-
dremos que en ambos casos los indices son finitos.
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(i) Supongamos que & > % (m), 8’ > % (m'). Dado A € £ existe C € £} tal que rad(I'?") < .
Pero podemos también encontrar D € £} con rad(l“gl) < &', de manera que existen x,x’ €
E con I C B(x,8) y I C B(x,8'). Usando la desigualdad triangular deducimos que
7" C B(x+x,8 +6'), lo que conduce al resultado buscado.

(i) Sea T : E — F un operador lineal acotado, entonces 7 om es una medida vectorial F'-
valuada. Observemos ahora que si I C B(x,8) entonces I'%"" C B(T (x),||T||8), luego
R(T om) < ||T|%(m).

(iii) Es una consecuencia de (ii). Si o = 0 la relacion es clara, mientras que & # 0 implica
que T : E — E dada por T (x) = ax verifica ||T|| = 1/||T~!|| = &, de modo que %Z(m) <
T.lc‘%(T om) < Z(m).

O

En los siguientes ejemplos calculamos los indices de representabilidad de algunos ejemplos
bien conocidos de medidas que no son representables. El siguiente ejemplo suele aparecer como
caso elemental de una medida que no es representable en [13, Example 2.1.2] y [26, Example
1I.1.2].

Ejemplo C.1.4. Consideremos un espacio de probabilidad (Q,X, 1) donde | es no atomica y sea
m: ¥ — L(u) la medida vectorial definida para cada A € £ como

m(A) =XA.
Entonces %(m) = 1.

Demostracion. Es claro que m es una medida vectorial p-continua cuyo rango medio AR (m) esta
contenido en Bg, luego %Z(m) < 1. Como U es no atémica, para cada A € £ podemos encontrar
dos conjuntos disjuntos B,C € ZX. Por tanto

Xc XD / 1 / 1
A AN [ [ ———du=2
|76 p@) |, ~ Jeu© T o u>y
lo que significa que rad(I'4) > 1 y consecuentemente % (m) > 1. O

Ejemplo C.1.5. Sea A la medida de Lebesgue sobre [0, 1] y ¥ la familia de los conjuntos medibles
Lebesgue. Para el espacio de Banach E = ¢y con la norma del supremo | - |
medida vectorial m : ¥ — cq definida por

m(A) = (/Arn(t)dl>neN

donde (ry)nen son las funciones de Rademacher. Entonces % (m) = 1.

w, consideremos la

Demostracién. Como (r,,),cn €s una sucesién ortonormal en L?(2) podemos concluir que m(A) €
co por la identidad de Parseval. Por otro lado, m es claramente una medida finitamente aditiva que
satisface

|Im(A)]| < A(A) paracada A € X.
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De la desigualdad de arriba se sigue que m es numerablemente aditiva, A-continua y de variacién
acotada. También deducimos que 2(m) < 1. Supongamos que existe una funcién f € L'(A,E),
f=(f1,/2,...) y una constante 0 < ¢ < 1 tales que

HMM%iAﬁM

<cA(A), paracadaA € ¥.
En particular, cada componente verifica
'/ ra(t)dA — / I dl‘ <cA(A), paracadaA € ¥. (C.3)
A A

Por tanto
/ rn(t) = fu(£)|dA < cA(A), para cada A € ¥. (C.4)
A

Como consecuencia de la ecuacién se tiene que para cada n existe un conjunto A-nulo A, € ¥
tal que 7 € [0, 1]\ A, implica |r, () — fu(?)| < ¢, de modo que |f,(¢)| > 1 — c. Por tanto, para cada
t€1[0,1]\ U, A, tenemos

|fu(t)| > 1—c, paracadan € N,

lo que contradice el hecho de que f toma sus valores en ¢y casi seguramente. Podemos entonces
concluir que Z(m) > 1. O

C.1.1. Representabilidad de operadores

Recordar que un operador lineal y continuo 7 : L' (i) — E se dice que es (Riesz) representable
si existe una funcion g € L*(u,E) tal que

TW=LRW,

(ver [26) Section 1. Chapter III]). En este caso tenemos que ||7'|| = ||g|~. El conjunto de todos los
operadores representables es un subespacio cerrado de . (L' (1), E) (el espacio de los operadores
lineales y continuos de L' (i) en E) que denotaremos por .77 (L' (u),E) .

Si T es un operador como antes, entonces la aplicacién m : £ — E definida como m(A) =T (x4)
es una medida vectorial p-continua cuyo rango medio estd contenido en T'[B;. ( u)]' Por otro lado,
cada medida vectorial p-continua con rango medio acotado puede extenderse por linealidad y
densidad de las funciones simples a un tnico operador T € Z(L'(u),E) verificando m(A) =
T(xa). La siguiente proposicion es una version cuantitativa de [26, lemma III.1.4].

Proposicion C.1.6. Sea T : L'(u) — E un operador lineal acotado y m : ¥. — E la medida vecto-
rial definida como m(A) = T ()a) para cada A € ¥. Entonces

#(m) = d(T,. L™ (L' (1), E)).
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Demostracion. Como AR(m) es un conjunto acotado, % (m) es necesariamente finito. Dado & >
Z(m) y de acuerdo con la proposicion existe g € L' (u, E) tal que

Hm(A) —/gdu” < Ou(A), paracadaA € X. (C.5)
A

Como ||m(A)|| <||T||u(A), la desigualdad (C.3) nos dice que

H/gduH < (6+||T||)u(A), paracada A € X.
A

Esta ultima desigualdad implica que
/A Iglldp < (8 +|T||)(A), paratodo A € £,

de donde se sigue que ||g|| < 6 +||T|| en casi todo punto, y por tanto g € L*(u,E).
Si§:L'(u) — E es el operador representable dado por S(f) = [, fgdu para cada f € L' (u),
entonces la desigualdad (C.3) puede verse también como

1T (xa) —S(xa)ll <O u(A), paratodo A € X.
De aqui obtenemos por linealidad y por la densidad de las funciones simples que

IT(f) = S(f)|| < 8| f]l1, paracada f € L' (u),

lo que nos dice que d(T,.Z"*(L'(u),E)) < 8. Como & > Z(m) es arbitrario concluimos que
d(T, 27" (L (1), E)) < %(m).

La desigualdad reciproca d(T,.Z"P (L' (u),E)) > %(m) se sigue de manera inmediata de la
proposicién|C.1.2] O

C.2. Derivada de Gelfand

En esta seccion haremos uso de las herramientas que hemos introducido en la seccién anterior
en el estudio de propiedades de medibilidad fuerte para derivadas en sentido débil*. Usaremos
aqui los siguientes conceptos: Una funcién y : Q — E* se dice que es w*-escalarmente medible
(resp. Gelfand integrable) si, para cada x € E, la funcién (x,y) : Q — R dada por 7 — (x, y(t))
es medible (resp. integrable). Si y es Gelfand integrable, entonces para cada A € X existe un
vector [, ydu € E* (denominada integral de Gelfand de y sobre A) satisfaciendo (x, [, ydu) =
J4(x,¥)du para cada x € E. Para informacién basica sobre la integral de Gelfand ver [3 11.9] y
[38]] para la definicién original.

Fijaremos un lifting p : £ — X sobre (Q,X, i) y escribiremos .# = p[X]\ {0}. Denotamos por
U ala familia de todas las particiones finitas  en elementos de .# ordenado por refinamiento >.
Notar que (U, >) es un conjunto dirigido.
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Supongamos que m : £ — E* es una medida vectorial y-continua de variacion acotada. En [59]
theorem 11.1, p. 236] Musial prueba que existe una funcién funcién Gelfand integrable y : Q — E*
tal que

Grm(@)) = [ (e y(0) dn (€

para cada A € ¥ y cada x € E. Musial se refiere a una funcién @*-medible y que satisface
como una @*-densidad de m con respecto de U.

Subrayar que incluso una medida representble m puede tener alguna funcién @*-densidad que
sea “mala”, tal y como el siguiente ejemplo sugiere (ver [59, example 3.1, p. 186] para los detalles).

Ejemplo C.2.1. Sea A la medida de Lebesgue sobre |0, 1], X la familia de los conjuntos medibles
Lebesgue y consideremos la medida vectorial nula m : £ — 05([0,1]), m(A) = 0 para cada A € X.
Claramente la funcion nula es una ©*-densidad de m fuertemente medible (de hecho es la derivada
de Radon-Nikodym de m).

Por otro lado, si denotamos por {e; : t € [0,1]} la base candnica del espacio de Hilbert
05(10,1)), la funcion f : [0,1] — £2([0,1]) definida como f(t) = e, t € [0, 1] satisface que
(x, f(t)) =0 en A-casi todo punto para cada x € £>([0,1]).

Luego f es o*-medible y satisface la igualdad aunque no es fuertemente medible.

Sefialar que para cualquier lifting p sobre ([0,1],X,1) la construccion de Musial [59] con-
duce siempre a la funcion constantemente cero, ya que (x,m) = 0 implica p(g.) = 0 por las
propiedades del lifting.

Vamos a dar una construccion diferente a la de Musial que nos va a permitir obtener funciones
que verifican la ecuacién (C.6) asi como otra condicién adicional que va a ser determinante para
evitar casos patolégicos como en el ejemplo anterior. Mds adn, vamos a ver que dicha funcién
puede obtenerse como el limite puntual de una red (en casi todo punto). Para cada w € U escribimos

o= Y

Aem H

m(A)
@

Lema C.2.2. Sea m : ¥ — E* una medida vectorial l-continua de variacion acotada. Para el
lifting fijado p, la red {sy : ® € U} converge puntualmente -casi todo punto en la topologia ®*
hacia una funcion y : Q — E* que es @*-medible y satisface las siguientes propiedades para cada
Ack:

(1) (em(A)) = [ (v () di
(II) y(t) €co® (T4) en p-casitodot € A.

Demostracion. Supongamos primero que existe M > 0 tal que ||m(A)|| < Mu(A) paracadaA € X.
Sit € Qentonces {sz(¢) : T € U} es una red acotada en E*. Si % es un ultrafiltro arbitrario sobre
U que contiene las colas {7 : 7 = my} para todo my € U, entonces podemos construir una funcién
Vv : Q — E* definida en cada r € Q como

Y(r) = " lim sz (1), (C.7)
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Fijado x € B, sea g, € L*(u) la derivada de Radon-Nikodym de (x,m(A)). La correspondiente

red (x,sz) = ZAen <xm )>
previo extendido p : L (,u) — M>(u) tenemos que (x,sz) = p((x,sz)) converge hacia p(g,) en la
norma || - ||. En particular, tomando limite a través de %/ deducimos que y verifica

X4 converge hacia g, en L™ () por [26} lemma 1, p. 67]. Usando el lifting

(x,w(t)) = p(gy)(r) paracadat € Q.

Esto implica que el limite es independiente del ultrafiltro % elegido con la propiedad mencionada
(de hecho, la funcion obtenida coincide con la construida por Musial), luego la red sz (¢) es ®*-
convergente hacia y(r) para cada t € Q por el apartado (e) del teorema[3.1.3]

SiA € X entonces U(ANpP(A)) = u(A) por las propiedades del lifting. También tenemos I'y =
[pa)- En efecto, si B C A entonces p(B) C p(A) y m(p(B)) = m(B) por la u-continuidad, de
manera que Iy C I'y4). Reciprocamente, si B C p(A) entonces B\ (ANB) C p(A)\ A luego
U(ANB) = u(B) y m(ANB) =m(B). Si t pertenece a la intersecciéon AN p(A) entonces y(¢) es
el o 11m1te de sz(t) cuando tomamos particiones 7 = {p(A),Q\ p(A)}, de modo que y(t) €

Lpa ) =T," 1o que prueba la segunda afirmacion.

Para el caso general fijemos una familia {A, : n € N} de .#-conjuntos disjuntos tales que
1(Q\U,A,) =0y paracadan € Nexiste C, >0 con ||m(ANQ,)|| < C,u(A) para cualquier A € X.
Una forma de construir una tal particién es tomar los conjuntos €2, como Musial [59, theorem 11.1,
p- 236] y escribir A, = p(L,), que verifica las condiciones buscadas por las propiedades del lifting.

Notar que la restriccion de p a X4, es un lifting sobre (A,,Z4,, 1), luego podemos aplicar la
primera parte para deducir la existencia de una funcién y,, : A, — E* que es ®*-medible y satisface
las condiciones (I) y (I). Es claro que y : Q — E* definida como ¥ =Y ;" | ¥, X4, €s ®*-medible.
Ademads, si x € E entonces

/nAKXW‘dH Z/]xl//\du<2]xm D) < Im|(Q) < oo

i=11n

luego (x,w) € L'(u) por el teorema de la convergencia mondtona. Ademds

= X tumana,) =Y [ wdu= [ v
= a1 JAna, A

para cada A € X por el teorema de la convergencia dominada.

Fijadot € A, C Q, yaque p es también un lifting sobre (A,,X4,, 1) se sigue de la primera parte
que si tomamos particiones 7 = my = {A,,Q\ A, } € U entonces s (¢) converge hacia y, (1) = y/(z).
Por tanto @*-1imz sz (t) = y(t) paracadat € U;_|A,. O

Definicion C.2.3. Diremos que una funcion @*-medible y : Q — E* es una derivada de Gelfand
de m si para cada A € X satisface las propiedades (1) y (1l) del lema

Si m es representable entonces su derivada de Radon-Nikodym dm/du satisface (C.6) luego es
débilmente equivalente a cualquier derivada de Gelfand f de m en el sentido de que paracadax € E
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la funcién (x, j—’;}) coincide con (x, f) en p-casi todo punto. Por supuesto, ésto no significa que f

y dm/du deben coincidir en p-casi todo punto ( s6lo podemos afirmar ésto si E es separable).
En [6] se introduce el siguiente indice de medibilidad (fuerte) de una funcién f: Q — E:

meas(f) =inf{e > 0:VA € X" existe B € £} tal que diam(f[B]) < €}

Existe una relacion entre la representabilidad de la medida m y la medibilidad fuerte de cual-
quier derivada Gelfand de m segtin se recoge en la siguiente proposicién.

Proposicion C.2.4. Sea m : ¥ — E* una medida [L-continua de variacion acotada y y : Q — E*
una derivada de Gelfand. Entonces

X (m) <meas(y) <2%(m).

Ademds, si Z#(m) = 0 (o0 equivalentemente meas(y) = 0) entonces ¥ es la derivada de Radon-
Nikodym de m.

Demostracion. Supongamos que meas(y) < €, entonces para cada A € £ existe B € ZX tal que
diam(y[B]) < €. Tomamos y* € E* verificando y[B] C B(y*,¢). Si C € £} y x € Bg tenemos que

€)= (@) =| [ ()i~ [ (637 | < en(c)

Tomando supremos en B se deduce que ||m(C) — u(C)y*|| < € u(C). Por tanto, I'y C B(y*,€) y
rad(I'g) < €, lo que prueba la primera desigualdad.

Fijemos ahora € > %(m). Dado A € £ existe B € £ tal que rad(I'g) < €. Pongamos que I'g
estd contenido en la bola Bg-(y*,€). Si C es el subconjunto de B que consta de todos los puntos
t € B tales que (¢) pertenece a esta bola entonces C € X};, ya que u(C) = p(B) por la propiedad
(I), y por tanto diam(y[C]) < €. Esto finaliza la prueba.

Supongamos ahora que #Z(m) = 0 (o equivalentemente meas(y) = 0). Entonces m es una
medida representable, luego existe una funcién Bochner integrable f : Q — E* tal que m(A) =
J4 f du para cada A € X. Fijado € > 0 existe una particién contable de Q, {A,:n € NU{0}} (N C
N) tal que p(Ap) = 0y para el resto 1(A,) > 0y diam(f[A,]) < €. Usando que I'y, C co(f[An])
deducimos que |f(f) — y(t)| < € en pu-casi todo punto. Por tanto y(t) = f(¢) en u-casi todo
punto. O

Ahora supongamos que m : ¥ — E es una medida p-continua con rango medio acotado. Se
puede ver como una medida E**-valuada componiendo con el embebimiento canénico E C E**,
En este caso podemos construir una derivada de Gelfand y : Q — E** de m. De acuerdo con la
siguiente proposicion podemos controlar cémo de lejos estd la imagen y[Q] de estar contenida
en E en términos del indice Z(m). Para ello usaremos la siguiente distancia de Hausdorff no
simétrica de un conjunto A a otro B en un espacio métrico (X, d) dada por

d(A,B) = sup{d(a,B) : a € A}. (C.8)
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Teorema C.2.5. Sea m : ¥ — E una medida [L-continua de variacion acotada y v : Q — E** una
derivada de Gelfand de m cuando cuando la vemos como una medida E**-valuada. Entonces

X (m) < meas(y) < 2% (m)
y existe un conjunto U-nulo D tal que
d(wiQ\D),E) < %(m).

Demostracion. La primera parte es consecuencia de la proposicion [C.2.4]

Fijado € > Z#(m) podemos encontrar una familia contable {B, : n € N} (N C N) de subcon-
juntos disjuntos de Q con medida positiva tales que u(|J,cyBn) = 1y para cada n € N existe
yn € E conI'g, C Bg(yn, €). Por la propiedad (II), hay un conjunto p-nulo D, tal que siz € Q\ De
entonces el elemento y/(¢) pertenece a c0® (s, ) para algin ng € N, luego () € Bg=+(yny, €) y
deducimos que d(y(t),E) < €.

Finalmente, para cada k € N hemos probado que existe un conjunto t-nulo Dy con

A(WIQ\DiL.E) < (m)+ 1.

Por tanto, D = | J; ¢y Dy verifica la condicién del enunciado. O

Vamos a calcular en los dos ejemplos que siguen las derivadas de Gelfand de medidas que no
son representables.

Ejemplo C.2.6. Sea ([0,1],X,1) la medidad de Lebesgue y m : ¥ — L'(1), m(A) = xa. Una
derivada de Gelfand de m es la funcion v : [0,1] — L' (A)** que asocia a cada t € Q la medida
finitamente aditiva v, : £ — R dada por

vi(A) = 0 siu(A)=00t¢A
! 1 enotro caso

Ademds meas(y) =2y d(y(t),E) = 1 para cada t € [0,1].

Demostracién. El bidual L' (1)** consiste en el conjunto de todas las medidas (escalares) finita-
mente aditivas y A- continuas en X con la norma dada por |v|(Q) (ver [78] theorem 2.3, p. 53])
identificindose L'(1) con el subespacio formado por aquellas medidas que son numerablemente
aditivas. La funcién y estd bien definida y verifica

/(xB,v,>dx:// xgdv,d/lz/v,(B)d/I:k(AﬂB)
A AJ[0.1) A

por la definicién de v;. Por otro lado (xgz,m(A)) = [o XaxsdA = A(ANB), luego y(t) satisface
(C.6) para cualesquiera A € £y xg € L*(A). Por la linealidad esta ecuacién se extiende a las
funciones simples, y por densidad a todo L*(4).
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Fijemos ahora un lifting p sobre el espacio de probabilidad del enunciado. Para comprobar

(1), fijado A € ¥ vamos a ver que y(s) € lTAw* para cada s € ANp(A). Para ello basta demostrar
que todo entorno @*-abierto de s de la forma

W= {y*eL' (W)™ |y —y(s),h)| < eparai=1,...m},

donde los h; € L*(A), corta a I'4. Como las funciones simples son densas en L*(t), podemos

suponer que cada h; es de la forma h; = 21;": | a;- Xp(ai)> donde para todo i = 1,...,m la familia
. k J

{p (A’]) :j=1,...,k;} constituye una particion finita de Q. Si denotamos por C a la interseccién de

p(A)NA con los elementos p(Aé-) que contienen a s, entonces C € £ y ademds para cada i es

ey~ v =

Por tanto y es una derivada de Gelfand de m.
Dados dos puntos distintos 7,5 € A € " podemos encontrar un conjunto C € X tal que 7 € C,
s € Q\ C siendo ambos conjuntos de medida positiva. Por tanto

=0.

L (aenp(a))
Z%< 4(C)

J=1

—vs(P(Aﬂ))> ' =

ko
Y a0
j=1

/Q (Xc — Xa\c) d(Vi — vs) = v, (C) + vs(A\ C) = 2.

Como yc — xa\c pertenece a la bola cerrada unidad de (4 ), deducimos que ||v; — Vs > 2. Esto
muestra que meas(y) > 2. Por otro lado, en el ejemplo se ve que #Z(m) = 1, de modo que
el teorema|C.2.5|nos permite afirmar que meas(y) = 2.

Fijado 7 € [0, 1] podemos encontrar una sucesién decreciente de conjuntos C,, que contiene a
t y tal que A(C,) converge hacia cero. Si p : £ — R es una medida numerablemente aditiva y
A-continua entonces U (C,) también converge hacia cero. Tomando limite en la desigualdad

=l = | [ e, v [ 7. au| =11 - (o)
Q Q

concluimos que d(y(t),L' (1)) = 1 O
El siguiente ejemplo es similar.

Ejemplo C.2.7. Sea ([0,1],X,1) como en el ejemplo anteriory consideremos la medida vectorial
m: X — cq del ejemplo|C.1.5dada por

nwwz(Amaw@Xm

Una derivada de Gelfand de m es la funcion y : Q — Lo, dada por y(t) = (r4(t)),cn. Ademds
meas(y) =2, d(y(t),co) = 1 para cada t € [0, 1].
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Demostracion. Es claro que todo conjunto A € £* contiene dos elementos 7, s tales que r,(z) = 1
y rx(s) = —1 para algin n € N, lo que conduce a que meas(y) = 2. Por otro lado, y/(¢) es una
sucesion de 1’s y —1’s, luego se trata de un elemento de /.. cuya distancia a c( es igual a uno.

Vamos a comprobar que ¥ es efectivamente una derivada de Gelfand de m. Fijemos A € £
arbitrario. Para cada (x,)nen € ¢! = ¢, tenemos que

A,ixnrn(t)dﬂzliArn(t)xndu

por el teorema de la convergencia dominada, lo que muestra (I).

Para ver la propiedad (II) tomemos para cada n € N el subconjunto A’ de A que resulta de
quitar de A aquellos ¢ € A que son niimeros diddicos, es decir, aquellos de la forma t = k/2" para
todo k,n € N (observar que son un conjunto de medida nula) asi como de quitar los conjuntos de la
forma {r € A: (r,(t))"_, = (an)_,} para algtn (a,)”_, € {—1,1}", m € Ny que tienen medida
nula. Como hemos quitado una cantidad contable de conjuntos de medida nula deducimos que
A'CAyu(A\A)=0.

Vamos a comprobar que (7,(s)),en € i para cada s € A’, lo que probaré (IT). Con el fin de
simplificar la notacién vamos a razonar que un entorno @*-abierto de (r,(s))qen de la forma

oo

Z Xn(Yn = 7n(s))

n=1

V= {(yn)nGN € loo :

< 8} ( para algtin (x,),en € £').

interseca a ['4. El caso de un entorno @*-abierto arbitrario es enteramente andlogo aunque maés
tedioso de escribir. En primer lugar fijemos mq tal que ¥, [ x| < €/2.

Si s € A’ entonces B := {r € A" : (r,(1)))°, = (ra(s))"2,} es un conjunto de ¥ con medida
positiva (por la construccién de A”) contenido en A, de manera que

Jyral0) i _ ru(s)n(B)
u(B) u(B)

De este modo, m(B)/u(B) € V pues

Lo (w )

=rp(s) paran=1,...,mo.

<2Y |ml<e

n>my

C.3. Indices de dentabilidad

Para cada xp € E 'y € > 0 escribimos

Ug(xo) ={x € E: p(x,x9) < €}.
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Una rebanada de A C E es un subconjunto no vacio S de la forma S = AN H donde H es un
semiespacio -abierto, i.e.
H={x€E:{(x,x)<a},

paraciertos x* € Ey a € R.

El concepto de dentabilidad y su relacién con la propiedad de Radon-Nikodym fue estudiado
en prier lugar por Rieffel [64], quien mostré que un espacio de Banach E tiene la propiedad
de Radon-Nikodym si todo subcojunto acotado de E es dentable. Huff [44] prob6 que eran de
afirmaciones equivalentes.

Definicion C.3.1. Para cada subconjunto A de E definimos:

» Dent(A) =inf{e > 0: existe S rebanada de A conrad(S) < €}
» dent(A) =sup{Dent(C) :C C A}

con el convenio inf() = oo,

Notar que Dent(A) < rad(A) para cadaA C E.

En muchas referencias como [64], [26], [[13] la dentabilidad de un conjunto es introducida de
manera diferente y se puede relacionar de manera sencilla con el indice anterior usando el teorema
de separacion (ver 32} theorem 3.17, p. 69]).

Lema C.3.2. Sea A un subconjunto de E. Entonces

Dent(A) = inf{e > 0: existe C CA conrad(C) <eyA Zo(A\C) }
=1inf{€ > 0: existe una rebanada S con a(S) < €}
=inf{e >0: existe CCAcona(C)<eyAZco(A\C)}

donde o es la medida de no compacidad de Kuratowski
o(A) =1inf{e > 0: existen Ay,...,A, tales que A = U;A; y rad(A;) < €}

Demostracion. Denotemos respectivamente por Ly, L, y L3 a los infimos del enunciado de arriba
hacia abajo. La igualdad Dent(A) = L; es una consecuencia sencilla del teorema de separacién
[32] theorem 3.17, p. 69]. Si C C A conrad(C) < € y A € ¢6(A \ C) entonces dicho teorema nos
permite encontrar una rebanada S de A contenida en A\ co(A \ C) C C. Reciprocamente, si S es
una rebanada de A con rad(S) < € basta tomar simplemente C = S.

Para la segunda igualdad notemos que L, < Dent(A) de manera obvia. Para probar el recipro-
co usaremos el lema de Asplund-Namioka-Bourgain ([13 theorem 3.4.1, p. 51]), que es también
vdlido cuando se trabaja con radios en lugar de didmetros (la prueba es la misma). Sea S = /L A;
una descomposicion de la rebanada S = AN H of A en conjuntos de radio menor que €. Razonare-
mos que existe una rebanada S’ con rad(S’) < € por induccién en n. Si n = 1 entonces S’ = S tiene
esta propiedad.

Si n =2 podemos suponer que A C 6(A\ A;), ya que en otro caso podemos usar el teorema
de separacion para obtener una nueva rebanada S’ de A contenida en A;. Escribimos Ky = ¢0(Ap),
K; =To(ANH) yJ=Co(A). Se trata de conjuntos cerrados convexos que verifican las siguientes
condiciones:



@ Indices de Radon-Nikodym

1. JCco(A\A;) CcoKpUK;.

2. rad(Kp) < ey Ko CJ.

3. J\K; #0yaquesiJ\K; =0entonces J C K; C H  luego S =ANH = 0, lo que es absurdo.
Usando el lema de Asplund-Namioka-Bourgain obtenemos que existe una rebanada S’ de J con
radio menor que €.

Supongamos ahora que n > 1y el resultado es valido para conjuntos que tienen una rebanada
dividida en al menos n conjuntos de radio menor que €. Por la hip6tesis de induccién A \ A, tiene
una rebanada (A \ A,) N H con radio menor que €. Entonces AN H es una rebanada de A que se
puede descomponer como ANH = ((A\A,) NH)U(A,NH), i.e., dos conjuntos de radio menor
que &. Por el caso n = 2 concluimos el resultado.

Finalmente, L3 < L; = Dent(A) por definicién. Por otro lado, si L3 < § y C C A verifica a(C) <
8, A ¢ T6(A\ C), entonces por el teorema de separacién existe una rebanda S de A contenida en
C, de manera que &(S) < 8. Esto prueba que Dent(A) = L, < Ls. O

Proposicion C.3.3. Si A es un subconjunto de E entonces
Dent(A) = Dent(co(A)) = Dent(co(A)).

Demostracion. Es claro que Dent(A) < Dent(co(A)) < Dent(co(A)) ya que toda rebanada de
Co(A) contiene una rebanada de co(A) por densidad, y ésta a su vez contiene una rebanada de
A por convexidad. Sélo tenemos que probar que Dent(co(A)) < €. Para ver la tltima afirmacion
fijamos € > Dent(A) y una rebanada H N A de A con diam(H NA) < €. Ahora definimos los si-
guientes conjuntos convexos y cerrados Ky =co(HNA), K; =co(H“NA) y J =co(A). Notemos
que verifican las siguientes propiedades:

n J g@(KoUKl).

» Ko CJyrad(Kp) < €.

= J\ K] # 0, yaque en otro caso J = K; C H® implica ANH = 0.

Por tanto, podemos aplicar el lema de Asplund-Namioka-Bougain para radios [[13| theorem
3.4.1, p. 51] y deducir que existe una rebanada S de J que contiene un punto de Ky y que tiene

radio menor que &, luego Dent(co(A)) < €.
O

Teorema C.3.4. Sea m : ¥ — E una medida vectorial [L-continua de variacion acotada. Entonces
H(m) :=inf{e > 0: para cada A € " existe B € ¥ tal que Dent(I'p) < €}.

Demostracion. Si denotamos por L al infimo de la derecha, es claro que L < Z(m) ya que
Dent(I's) < rad(I'p) para cada B € £T. Para ver el reciproco, si L = o entonces la igualdad es
cierta. Supongamos que dicho infimo es finito y fijemos £ > L. Dado A € X" existe F € £} y una
bola B(z,€) tal que I'r & co(I'r \ B(z,€)). Tomamos E € £} con

m(E) , __
@ ¢ co(I'r \ B(z,€)). (C.9

~—
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€) entonces la prueba habra terminado.

ngg — ZH > €. Probaremos que ésto con-

duce a contradiccion. Construimos una familia maximal ¢’ = {C; :i € N} (N C N) de subconjuntos
disjuntos de E con medida positiva (tiene que ser contable ya que i (E) < o) que verifique

i
n(G)

Si escribimos Cyp = J,,cy C,, entonces 1 (Ap \ Cp) = 0 por maximalidad. Por tanto

3 ¢

Si probamos que existe B € £ C X1 con I's C B(z

Supongamos que para cada D € X existe C € £} con

—z|| > &, paracadai e N.

mE) & uC)mG)
wE) Zl u(Co) u(cy) < OB,

lo que contradice (C.9). O

Como consecuencia del teorema anterior, si dent(AR(m)) = 0 entonces Z(m) = 0, luego m es
representable.

C.3.1. Relacion con los indices de compacidad débil

Es bien conocido que todo conjunto débilmente compacto es dentable (|13l theorem 3.6.1, p.
60]). Daremos una version cuantitativa de este resultado usando el siguiente indice de compacidad
débil

Hmlimoc (x,) — Hmiimoc, (x0)] : (¢ Ymen © Bae, (on)nen C H}
n m m n

-

donde el supremo se toma sobre todos los posibles valores para los que los limites anteriores
existen. En primer lugar, vamos a probar que el indice de dentabilidad de un conjunto cerrado
convexo depende del indice de dentabilidad de sus subconjuntos contables.

La siguiente proposicién es una versién cuantitativa de 8) = 11) en [13| theorem 2.3.6, p.
31]. Sin embargo, la prueba que ofrecemos es distinta y permite eliminar las hipétesis de que el
conjunto sea cerrado y convexo.

Proposicion C.3.5. Sea C un subconjunto acotado de E. Entonces
Dent(C) < 2 sup{Dent(A) : A C C, A es contable} (C.10)

Demostracion. Supongamos que Dent(C) > 8. Vamos a construir una sucesion (A,),en de sub-
conjuntos finitos de C tales que para cada n € N se satisface
(a) A,+1NB(z,0) =0 para todo z € U, A;.
(b) co(A,+1)NB(z, ﬁ) # 0 para cada z € J_, A;.
A partir de aqui la prueba se sigue de manera facil, ya que el conjunto contable A = (J, A,
verifica Dent(A) > 8 /2. Para ver esta dltima afirmacién tomemos cualquier subconjunto F de A



@ Indices de Radon-Nikodym

con radio menor que /2. Si z € F entonces F estd contenido en B(z,0). Dicho z pertenece a un
A, para algin n € N, luego

ANB(z,6) CULA; Cco(UZ,,1A;) Cco(A\B(z,6))

por las propiedades (a) y (b), luego A C co (A \ B(z,9)).
Vamos a construir ahora una tal familia por induccién. Fijamos un punto arbitrario A} = {x} de
C. Dado que x € C Cco(C\ B(x, d)) podemos encontrar una familia finita de puntos en C\ B(x, §),
cuya envoltura convexa interseca a la bola B(x, 1/2). Tomamos A, como dicha familia de puntos.
Por induccién, supongamos que hemos construido (A;)_, verificando las condiciones (a) y(b),
y llamemos F, = Ji_ A;. Como a(U,cf, (B(z,0) NC)) < & tenemos que

Cgco<C\ U B(z,6)>.

Para cada zo € F,, existe una familia finita de puntos en C'\ U, B(z, 8) cuya envoltura convexa
interseca a la bola abierta B(zo, #) Sea A+ el conjunto formado por dichas familias finitas para

cada z € |JF,. Este es un conjunto finito de puntos que satisface (a) y (b) por construccién.  [J

El siguiente ejemplo pone de manifiesto que la constante 2 en (C.10) no puede ser mejorada,
ni siquiera cuando C es cerrado y convexo.

Ejemplo C.3.6. Sea (.(]0,1]) la familia de todos las funciones con valores reales y acotadas
definidas sobre [0, 1] equipado con la norma del supremo. Sea E el subespacio de lw([0,1]) que
contiene a todas las funciones con soporte numerable y C el subconjunto de E que consiste en
todas las funciones f cuyo rango estd contenido en [0,2]. Entonces E es un espacio de Banach
con la norma inducida, C es convexo y cerrado, Dent(C) = 2 pero Dent(A) < 1 si A C C es
numerable.

Demostracion. Notar que E es un subespacio cerrado ya que el limite de una sucesién de funcio-
nes (fn)nen en la norma del supremo tiene soporte contenido en la unién de los soportes de las
funciones f,, el cual es un conjunto contable. Por tanto (E, || - ||) es un espacio de Banach. Es
claro que C es convexo y cerrado en E.

= Si A es un subconjunto contable de C entonces rad(A) < 1, y por tanto Dent(A) < 1.
Si S es la unién de los soportes de las funciones pertenecientes a A, entonces S debe ser
numerable. De este modo, la funcidn caracteristica yg verifica que A C B(xs, 1).
= Si A C C satisface rad(A) < & entonces C Co(C\ A). Por tanto Dent(C) = 2.
Sélo tenemos que probar que bajo las condiciones anteriores C estd contenido en co(C \ A).
Para ello, notemos que si A C B(f,8) para algin 0 < § <2y f € E entonces para cada
t ¢ S (S es el soporte def f) tenemos que g(¢) € [0,0] para cada g € A. Ahora tomamos
un elemento arbitrario g € C y fijemos m € N. Como S es numerable, podemos encontrar
m puntos ti,...,t, € [0,1]\ (S Usupport(g)). Definimos las funciones gi, ..., g, como g; =
g+ 2X{;)- Entonces
gi(t)+ ... +8gm(t)
m

—g(1)] <

SRR
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y gi € C\ A yaque g;(t;) > 0 parat; ¢ S.
Esto prueba que Dent(A) > 2, pero como rad(A) = 2 concluimos que Dent(A) = 2 necesa-
riamente.

O

Una consecuencia inmediata de la proposicion previa es el siguiente corolario.

Corolario C.3.7. Sea C un subconjunto cerrado convexo de E. Entonces tenemos que

dent(C) <2sup{Dent(A) : A C C es contable}.

En la prueba de [20, proposition 2.2, p. 4] se muestra que d(C ,éw*) < ¥(C) para todo subcon-
junto convexo C de E. Esto nos permite probar la siguiente versién cuantitativa de [13} theorem
3.6.1, p. 60].

Proposicion C.3.8. Sea C un subconjunto acotado convexo de E. Entonces
dent(C) <2v(C).

Demostracion. Supondremos que C es @-cerrado, ya que si es cierto en este caso deducimos
facilmente que dent(C) < dent(C”) < y(C”) = y(C).

Fijemos r > y(C). Dado un subconjunto contable A de C, vamos a probar que Dent(A) < r.
Podemos asumir que A es denso en co(A) en la topologia de la norma. En otro caso podemos tomar
un subconjunto mas grande A C Ap C co(A) que también es numerable y satisface esta propiedad.
Para ver que esta hipdtesis no afecta al resultado final supongamos que H es un semiespacio m-
abierto tal que H NAg # 0 y rad(H NAg) < r. Entonces tenemos que HNA # 0 (porque A C H®
implica Ag C co(A) CH) yrad(ANH) <r.

Tomamos el conjunto de los puntos extremales D = Ext(co® (A)) C E**. Usando que r >
¥(C) > y(co(A)) > d(co(A),c0? (A)) deducimos que a(co(A),ﬁw*) < r,y por tanto

p” = (5“’* N Bpe [a,r})
acA

es una unién de subconjuntos @*-cerrados de D” . Ya que el teorema de Baire es valido para
conjuntos compactos, existe a € A tal que el interior intey: (D N Bg-|a,r]) # 0, luego podemos
encontrar un conjunto @*-abierto V tal que

0 # vnD® ¢ D” NBg- [a,r].

Notemos que rad(V ﬁﬁw*) < r. Los conjuntos K =c6® (A), Ky =co® (DNV) and K; =co® (D\
V) tenemos que éstos son conjuntos convexos ®*-cerrados que satisfacen las siguientes condicio-
nes:

1. rad(Ko) <r.

2. K Cco® (K1 UKp) ya que Ext(K) = D C Ko UK.
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3. K\ K; # 0, pues en otro caso K = K; luego D = Ext(K) C D \ W por el teorema de
Milmann.

El lema de Asplud-Bourgain-Namioka permite afirmar que existe un semiespacio ®*-abierto
H={x"€E™: (x™y) <A}

tal que HNK # 0 y rad(HNK) < r. Se sigue que W = ENH es un semiespacio -abierto en E
tal que HNE # 0 y rad(HNA) < r, de manera que Dent(A) < r. Usando el corolario se
concluye el resultado.

O

Finalizamos el capitulo con un resultado que cuantifica el hecho de que todo operador T :
L'(u) — E débil-compacto (i.e. T[B;: (u)] es débil-compacto) es representable..

Corolario C.3.9. Sean (Q,%,u) es un espacio de probabilidad y T : L'(u) — E un operador
lineal y continuo. Entonces

d(T,Zyep(L' (1), E)) < dent(T [Bpi)]) < 2 V(T [Bpiy)))-

Demostracion. Seam : X — E la medida vectorial definida como m(A) = T (x4) para cada A € X,
sabemos por la proposicién que d(T,Lyep(L (1), E)) = % (m). Usando la caracterizacion
de Z(m) en términos de los indices de dentabilidad vista en el teorema llegamos a que
% (m) < dent(AR(m)). Ahora bien, notar que el rango medio de esta medida verifica

S (T E

de modo que #(m) < dent(T By (,)]), lo que prueba la primera desigualdad. La segunda desigual-
dad es consecuencia de la proposicién|C.3.8 0
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propiedad de Radon-Nikodym, [T51]
pseudointersection number, [TT3)]
punto adherente, 9]

punto limite, v. <7 -filtro convergente

radio (de un conjunto), 53]
rebanada, [T63)

@

red eventualmente en base de filtro,[T3)]
relacién de preorden, [T10]

RNP,[T37]

sistema de medida invariante, [34]
spreading model, [88] [89]
sucesién fundamental, [S8] [89]
sucesion bésica, [63)]
Ky-incondicional, [66]
incondicional, [63]
simétrica, [66]
sucesién de bloques de, [66]

teorema
Birkhoff (ergédico), [54]
Bohnenblust, [93]
Frink, 23]
Jerison, 53]
representacion de Riesz, |3_3|
Tychonoff, [20]
Wallace, [19]

tipo
(a, B,C)-aproximante,
£P-tipo,
co-tipo, [90]
débil, [T7]
débilmente nulo,
producto de convolucidn, @
producto por escalar,[77]
realizado por a, [76]
simétrico, [36]
sobre E,

topologia de la convergencia puntual, [74]

ultrapotencia, [59]
ultraproducto, [59]

z-filtro, [31]
z-ultrafiltro, [31]
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